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Exercice 1 ( 3 points)

Répondre par Vrai ou Faux aux trois propositions suivantes. La justification est exigée.

1. Soit f une fonction définie et dérivable sur R. 4

On donne ci-dessous la courbe représentative de la /\
fonction f" dans un repere orthonormé du plan. 5 / \
Si f(2) = - £(0) alors 1’équation f(x) = 0 admet une unique /

solution o dans [0, 2]. \

D

2. lessuites (an) et (by) définies sur N* par a, 1 eth,=a, +i sont adjacentes.
n

n+1
ﬁ

3. Soit le nombre complexe z:—rei3 ; alors arg(z)s—%[Zn] :
—i

Exercice 2 (3 points)

La courbe (C) ci-contre est celle d’une fonction f définie et
continue sur R . La droite des abscisses est asymptote a (C)

au voisinage de -oo et la courbe (C) admet une branche

infinie de direction (O,T) au voisinage de +oo . )

f(x)

1. Déterminer graphiquement lim —= , lim f(lj , /

X—>+0 X X—>—0 X

lim fof (x) et lim fof(x)

X—>—00

Déterminer fof([0,1]) . —*—" —t—

a) Vérifier que 0 est une solution de 1’équation (E) :
fof (x)=3.
b) Montrer que 0 est I’unique solution de 1’équation (E).

Exercice 3 (5 points)

. n+l1 . . - .
1. Pour tout n entier naturel non nul, on pose v, =—=. Déterminer la limite de la suite (v, ) .
n

2. On considére lasuite (u,) définie sur N*par u, =>" a -
k=1 (n + k)
. k k k
a) Prouver que pour tout entier k de {1,2, ..., n}, =< s<— -
32n (n + k) n
b) En déduire que, pour tout entier n non nul , é <u, < V—Z“
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c) Montrer que la suite (u,)est convergente et donner sa limite .
2 k()"
(n+k)

3. On considere la suite (w, ) définie sur N*par w, =

a) Montrer que pour tout entier n de N*, |w,|<u,.

b) Que peut-on conclure sur la convergente de la suite (w,)?

Exercice 4 (4 points)

Le plan est muni d’un repére orthonormé
direct (O, G, \7) Soit A le point d’affixe 2 + 2i

et B le point tel que OAB soit un triangle
équilatéral indirect.

1. a) Ecrire I’affixe de A sous forme
exponentielle.
b) Déterminer le module de 1’affixe de B
et montrer qu’un argument de 1’affixe de

B est _r )
12

2. a) Montrer que pour tout réels a et P, -1

e +e” = ZCOS(gjei[azﬁ] .

b) En déduire la forme exponentielle de
I’affixe de K milieu de [AB].
3. Ecrire ’affixe de B sous forme algébrique.

Exercice 5 (5 points)

Dans tout I’exercice, 6 est un réel de I'intervalle[0, 27| .

1. a) Déterminer, en fonction de 6, les racines carrées du nombre complexe u=-2e2? |
b) Résoudre dans I’ensemble des nombres complexes I’équation (E) : z2 —+/2e %z +e 27 =0 .

i|-Z-0 i| Z-6
c) Montrer que les racines de I’équation (E) s’écrivent sous la forme z, = e( 4 j et z,=e (4 ] .

2. Le plan complexe est rapporté a un repere orthonormé direct (O, ﬁ,\?) . On désigne par M; et M,

les points d’affixes respectives z, et z,.

a) Calculer %1 En déduire la nature du triangle OM;M; .
Z2

b) On prend 6 = —% , montrer que la droite (M1M,) passe par le point N d’affixe 1 —1i.
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CORRIGE

Exercice 1:

1. Vrai

En effet : La courbe représentative de f” est située au dessus de 1’axe des abscisses sur [0, 2]
donc pour tout x de [0, 2], f(x) >0, d’ou fest continue et strictement croissante sur [0, 2].

Comme f(2) = - f(0) alors 1’équation f(x) =0 admet une unique solution « dans [0, 2].
2. Vrai
En effet : pour tout entier n > 0,

a,—b, _ 1 donc a, <b, ;

n
1 1 :
a,,—a,=-— + = >0 donc (an) est croissante ;
n+2 n+l (n+1)(n+2)
b,,—b,=a,,+ 1 —-a —E:—L—E<O donc (by) est décroissante ;

n+1 " n nN+2 n

lima,-b, = Iim—1=0

nN—+o0 n->+o N
Il en résulte : les suites (an) et (by) sont adjacentes.
3. Faux
En effet : arg(z) = n+arg [e IS}arg L) n]z—n+g+§? n]z—f—g n] .
Exercice 2 :

1oiim ) g, |imf(1j= lim f (x)=f(0)=1:

X+ X X—>—0 X x—0"

lim f(x)=0 et Ixiirgf(x):l donc lim fof (x)=1;

X—>—00 X—>—00

lim f(x)=+4c0 donc lim fof (x)=+o.

X—>+00 X—>+0

2. fest continue et strictement croissante sur R donc f([0, 1]) = [f(0) , f(1)] = [1, 3]
et f([1, 3]) = [f(1), f(3) 1 = [3, 5] donc fof([L1])=[3,5].

3. a)Comme fof(0)=f[f(0)]="F(1)=3 alors 0 est une solution de I’équation f of (x)=3.

4. b) fof(x)=3cf [f (X)] =f (1) = f(x)=1<x=0 donc 0 est I'unique solution de 1’équation

fof(x)=3.

Exercice 3 :

1. limv, = lim ia+i4:0.
n—+o0 n—)+00n n
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2. a) Soit un entier n > 0, pour tout k appartenant a {1,2, ..., n} :

1<k<nen+1<n+k<2n <:>(n+1)5£(n+k)5332n5

Comme n+1>n alors (n+1)52n5 d’ou nf’s(n+k)5s32n5

Et par suite : 153 ! 5sis,puisenmultipliantpark: k5s K 53£5
20" (n+k) n 2n°  (n+k)” n
ok Kook &k 1 1
) < <Y = & <u, <— k
;;32n5 g;(n+kf ;;nS 32n° 5 “h
ot D), Lol L, 10+
32n° 2 n° 2 32 n* 2 n
= i.vn_unslvn
32 2

c) Pour tout entiern >0, < 3i.vn <u, s%.vn.

Comme lim iv =0 et lim 1v =0 alors (up) convergeet limu,=0.

N—>+0 n—+o0 P N—>+o0
n _ k n _ k n
3. a) Pour tout entier n >0, |Wn|zzk( 1)5|SZ k( 1)5| dot |w, <D k -
it (n+k) ‘ ia|(n+k) ‘ i (n+k)

Ainsi  |w |<u,.

b) Ona:pourtoutn>0, |w,[<u, et limu,=0 donc limw, =0.

N—>+o0 N—+wo

Exercice 4 :

1.a) A(2,2) donc z, =2+2i= 226" .
b) OAB est un triangle equilatéral indirect donc

|2,|=0B=0A=z,| =22
Et arg(zB)E(a,/o—T’s)[zn]E(a,/o—\A) (cﬁ)[z w]=2-2[2n)=- 2] .

2. a) Pour tout réel a et f,

) jotB B jotB B jotB jo=B _je=B (X'_B jotB
ehieP_g 2 g2 g2 p 2 —g2 g2 4p 2 =2003(Tje 2

T T n
iT i -+t i271
b) Soit K le milieu de [AB] ,z, Z%(ZA+ZB):%[2\/564+2J§€ 12]:\/5.2(;05 4 212 e 2

T

N

- 2«/§cosg.ei12 ~J6e®
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3. OAB est un triangle équilatéral indirect

on=08 . (GT8]2frl bl {22

>

LT
—i=

Z Z z -
< |=B{=1et arg| & E—E[Zn] oo oz =7,6
A ZA 3 ZA

wla

=33 :(2+2i).#<:> Zg :(1+i).(1—ix/§)
=3 :1+ﬁ+i<1—ﬁ)

Exercice 5 :

. . \2 . .
1. a) Les racines carrées de u= —2e 2" =(i\/§e"9) sont iv/2e™ et —i2e ™ .
b) On considére I’équation (E) : 2> —«2e 7z +&72° =0 .
. \2 . . \2
Son discriminant est A:(—ﬁef'e) — 42" :(iﬁe"e) .

: . . = et z"=
Les racines de 1’équation (E) sont :

, \/ze—ie_i\/z_e—ie x/ge’ie +ife49
2

2 2

c) Z'= Ve —i2e ™ _ (\E— i‘EJeie _ eii%efie - ei(l_e] =7

2 2 o
()
2 a)ﬁ—e_n =e 2=
Z, e'(Tej
a_olal g arg[ijz—ﬁ[zn]@|zl|=|zz| et (OM, 0M; )=~ 2[2x]
22 2 Z2 2 2

< OM, =0M, et (OMl, OMZ) = —g[Zn]
Donc le triangle OM, M, est rectangle et isocéle en O.

b)Si 6=—L :
12
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- (3 1.
1-i—| ——=1
ZyN 2 2 B 2—J3+i

G 1,8 (f 1} (1-48)+i(V3+)
2 2 2
eB)-i][[18)-i(B )
8
[2-E)a ) (A1) [o- ) 2)+1-8) ] 5
= 3 :_7-
ZZ? est réel donc les vecteurs M;N et M,M, sont colinéaires d’ou la droite (M,M, ) passe

par le point N d’affixe 1 —1.
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