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M ABIDY Farid ( Durée 3h) (Date : 08-12-2009 )

Exercice 1 : ( 3 points)

Pour chaque question, trois réponses sont proposées dont une et une seulement est exacte.
Indiquez sur votre copie le numéro de la question et la lettre correspondant a la réponse choisie.
Aucune justification n’est demandée.

1. Soit f une fonction continue sur [0, 1] et dérivable sur ]0, 1[. On suppose que f(0) =0 et f(1) = 1.
a) La fonction g définie sur [0, 1] par g(x) = f(x) — x admet un extremum local sur ]0, 1[ ;
b) La fonction f est croissante sur [0, 1] ;
c) Pour tout c appartenant 3]0, 1[, ona: f'(c) =1
. . . (-0’
2. On considere la suite (u, ) définie sur N* par u,, :1+T

a) limu_ =0;

N—+oo

b) (u,,) est une suite croissante;

c) les suites (u,,) et (u,,,,) sont adjacentes .

3. Sur la figure ci-dessous est tracée la courbe représentative notée C; d’une fonction f
dérivable et strictement décroissante sur ]O; +oo[ .Onsait que :
Les droites d’équation respectives X =0 et y =0 sont asymptotes a la courbe C;;
la courbe C; admet une tangente paralléle a I'axe des abscisses au point A d’abscisse 1 ;

3
la tangente a la courbe C; au point B Z;Ej passe par le point de coordonnées (4;0)

a) La courbe représentative
de la fonction réciproque
f* admet deux points
d’inflexion.

b) limfi(x)=0;

X—>+00

c) ™ estdérivable en g A

et (1) @?g Ll ? G
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Mr ABIDI Farid Devoir de synthése n °1

Exercice 2 : (6 points)

1. Soit fla fonction définie sur R par f(x)=x*+5x-1.
a) Montrer que f réalise une bijection de R sur R.

b) Montrer que I'équation x* +5x =1 admet une unique solution & dans R .

c) Etablirque O<a < % .

2. Pour tout entier n supérieur ou égal a 1, on considere I’équation (En ) x3+5x=n.
a) Justifier que pour tout entier n>1, I’équation (En) admet une et une seule solution
o, dans R.

b) Déterminer la monotonie de la suite (¢, )

n>1"

A .«
c) Montrer que pour toutn>1, a<«, SQ/H. En déduire que lim —=0.

n—+oo n

=1.

3
d) Justifier que pour tout n >1, (a" ) +5(%j:1. En déduire que lim %y

) e o
3. On pose (FO):5X =1 et pour tout entier naturel n non nul, on considére I’équation
(F,):x"+5x=1.
a) Montrer que pour tout entier naturel n, I'égquation (Fn) admet une et une seule
solution B, dans [0, +o0] .

. . 1
b) Calculer £, B, et S,. Démontrer que pour tout entiern, 0 < f, < 5

En déduire lim (3,)".

N—+o0

c) En utilisant I'équation satisfaite par f,, déduire lim £ .
N—-+o0

Exercice 3 : (5 points)

. = >SN o
Soit ABC un triangle isocéle et rectangle tel que (BC, BA) = 5[272] et soit O le milieu de [AC].
On désigne par | le milieu de [OB] et par D le symétrique de O par rapport a (BC). Soit J le point
d’intersection des droites (AD ) et (BC).
1. a) Montrer qu’il existe un unique déplacement f tel que f(A) = C et f(O) =D.

b) Montrer que f est la rotation de centre B et d’angle (—%J

c) Soit K= f(l). Montrer que K est le milieu de [BD] et en déduire que les points O, J et K
sont alignés.
2.0npose g= S(BO) OS(AB) of 1.
a) Déterminer g(B) et g(C).
b) En déduire que f™ =Sips) °S

(BO)*
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Mr ABIDI Farid Devoir de synthése n °1 4 M

3.0nposeh=S )of‘l. On désigne par (A) la médiatrice du segment [BD].

(oD

%
Montrer que h est la symétrie glissante d’axe (A) et de vecteur BO.
4. Déterminer 'ensemble des points M du plan tel que h(M) = ™ (M).

5. Caractériser I'application S(Bo)oh.

Exercice 4 : ( 6 points)

Y \ 7 . - = ) e .
Le plan complexe est rapporté a un repére orthonormé direct (O, u,v) d’unité graphique 3 cm.
On considére dans C I’équation (E,) : 2° —(e“g +e’i9)z+1:O ,oU @ estun réel de }0,%[.

1. a) Résoudre dans I’ensemble C des nombres complexes I’équation (Eg).
On mettra les solutions z, et z, sous forme exponentielle ou z, est celle dont la

partie imaginaire est négative .
b) On désigne par M,, M, et M,les points d’affixes respectives z,, z, et z, =i.
Déterminer la valeur de @ pour laquelle OM,M,M; soit un parallélogramme.

c) Faire une figure pour 9:%.

- Va
Dans tout ce qui suit, on prend : Hzg.

2. Soit t la translation de vecteur W d’affixe (—ﬁ+ i).

Calculer I'affixe z, du point M, =t(M,) puis placer le point M, .

. . 2
3. Soit r la rotation de centre O et d’angle —?ﬁ.

Calculer affixe z; du point Mg =r(M,) puis placer le point M.

4. On désigne par z, I'affixe du point M, le symétrique de M, par rapport a O.

Montrer que les racines sixiemes de (—1) sont  z, ,avec ke {L 2,3,4,5, 6}.

5. Ecrire le polynéme z° +1 sous forme de produit de trois polyndmes de second degré a
coefficients réels.
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Solution
Exercice 1:

1. a) ; 2.C) ; 3.b)

Exercice 2 :
1. a) fest continue et dérivable sur R . Comme, pour tout x réel, f'(x)=3x*+5>0 alors
f est strictement croissante sur R donc f réalise une bijection de R sur
f(R)= Jimflimf| =], oe = R.

b) L’équation x*+5x =1 est équivalente a I’équation f(x) = 0.
Comme f est une bijection de R sur R et que 0 admet un unique antécédent par f
dans R alors I’équation x® +5x =1 admet une solution unique réelle « .
1 1 1 1
c) f(0)=-1 et f(—j:—+1—1:— donc O<a<-=.
5) 125 125 5
2. Pour tout entier n supérieur ou égal a 1, on considere I’équation (En ) x3+5x=n.
a) Lafonction g définie sur R par g(x)=x3 +5x est continue et strictement croissante
sur R donc g réalise une bijection de R sur R donc pour tout entier n>1, I’équation

g(x) = n ou encore I'équation (E, ) admet une et une seule solution ¢, dans R .
b) Ona: g(e,)=n et g(a,,,)=n+1.
Comme n<n+lalors g(c,)<g(a,,, ) puisque g est strictement croissante sur R

n+1

alors pour toutn>1, o, <«,,, donc la suite ( )nZl est croissante.
c) Ona g(a)=0, pour tout n>1, g(e,)=n et g(%):n+53/ﬁ+121.
Comme g est une bijection strictement croissante sur R alors pour toutn>1,

aﬁans%.

On a pourtoutn >1,

| N

S <— autre part :

.«
I|m n=0 et I|m—=I|m 3——I|m 3— donc lim =2=0.
n—+o N n—>+o N n—-+o0 n—>+w n—+o N

3
a a
d) Pourtout n>1, g(¢,)=n<«, +5a —n<:) =l | =% | +5] = [=1.
’ &)= Crsteio( ) (nj

@
n

3
Ainsi lim [ %y j +5(&j —1 .orlim %20, alors on en déduit que
n

N—>+o0 3fn n—+o N ! N—>+o0 /

3. On pose (FO):SX =1 et pour tout entier naturel n non nul, on considére I’équation
(F,):x"+5x=1.
a) L'équation (F,):5x =1 admet une unique solution.
Pour tout entier naturel n >0, on introduit la fonction fn(x) =x"+5x—-1, x>0.
f est continue et dérivable sur [O,+oo[ . Pour toutx >0, f/ (x)=nx""'+5>0. Donc
f est strictement croissante sur [O, +oo[. Il en résulte que I'équation (Fn) admet une

et une seule solution S, dans [0,+oo[.

Lycée IBN KHALDOUN - RADES Page4-8



Mr ABIDI Farid Devoir de synthese n °1

b) Ona f,==

. . - , . 1
B, est'unique solution positive de I'équation x+5x—-1=0<6x—-1=0<x=— donc

1
181 :g'
[, est 'unique solution positive de I’équation
-5+4/29 -5-4/29 -5++/29
X’ +5x—-1=0 < XZT ou x:T donc ﬂz:T'

1) (1Y 1 1Y
Comme pour tout entier n, f (0)=-1, f (4,)=0 et f (—jz(—j +5><E—1=(Ej alors

(6, ]

1
0< g, <§ Il en résulte que pour tout n >0, 0< ( j

Comme %e]—l,l[ alors lim (%j =0 donc lim(B,)".

n—+w N—>+o0

c) Leréel B, vérifie 'équation f,(B,)=0<(B,) +58,-1=0<=(B,) =1-54,.

. . n . . 1
Puisque nILrP@(’B”) alors nILer(l_S'B”)zo donc lim 4, =c -

Exercice 3 :
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4 M

1. a) O est milieu de [AC] donc AO =0C.Comme D=5 (0) alors OC=DC.

Il en résulte que AO =CD et AO =0 et par suite il existe un unique déplacement f tel que
f(A)=Cetf(O) =
b) Cherchons I'angle du déplacement f :

(A—o,cTa)E(A—c,cT))[zﬁ]@(mc—o)Em(c—A,cT:)[zﬁ]@(mc—o)smz(rc,c—s)[zﬁ]
@(A—o,c—o)Eng[zﬂ]@(?o,a)z-g[zﬂ]

. , b2 Y .
Donc f est une rotation d’angle 5 Le centre de f est le point d’intersection des
médiatrices des segments [AC] et [OD] qui n’est autre que le point B.

Ainsi, f est la rotation de centre B et d’angle [—E]

c) Soit K= f(l). | est le milieu de [OB] donc K est le milieu de f([OB]) = [DB].
Le triangle BDO est isocéle en B, (DI) est la médiane issue de D et (BC) est la médiane
issue de B. Comme J est le point d’intersection des médianes (DI) et (BC) alors J est le
centre de gravité de BDO donc J appartient a la médiane (OK) issue de K.
Ainsi les points O, J et K sont alignés.

2.0n pose g = Sy, S, of‘l.
a) g(B)= S(BO of ( ) S(Bo) S(AB)(B):S(BO)(B): B
et g(C)= (BO) OS(AB) of % (C) = S(Bo) OS(AB) (A) = S(BO) (A) =C.
b) Comme S(BO) OS(AB) est un déplacement et f estun déplacement alors g est un

déplacement. D’autre part, g fixe les points B et C donc g est I'identité du plan. On en déduit que

-1 -1
Sie0) °Siag) o " =10 < Sipg of =Sy T =85 S
3. h=S g5 of " =S5, °Siag) °S :tgcos tes.oc °Seo) = tas ° toc °Seo)

(op) “2(AB) “2(BO) (BO) ~ ‘BG+0C ~°(BO) ~ 'BO

tﬁot& S(BO) _t%OSAOS(BO)OS(BO) :t%OSA.

(BO)*

Par suite , g est la symétrie glissante d’axe (A) et de vecteur BO.
4.h(M) = £1(M) < S o of (M) =F7 (M) =S o, [f‘l (M)] =f1(M)
<11 (M)e(0D)=Mef?((0D))
Comme f™ est |a rotation de centre B et d’angle % alors f‘l((OD)) est la droite

perpendiculaire & (OD) passant par f* (D) = O. Donc I'ensemble (F)des points M du plan tel
que h(M) = f* (M) est la médiatrice de [AB].

4, S(BO) oh est la composée de deux antidéplacements donc S(BO) oh estun

déplacement. Ona: S, oh(D) =S4, (0)=0 et Sy, oh(B)=Sy, (C)=A

Et comme DO =BA alors Steoy N =155 .
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Exercice 4:

Le plan complexe est rapporté a un repére orthonormé direct (O, ﬁ,\?) d’unité graphique 3 cm.

On considere dans C I’équation (E,) : 2° —(e‘€+e“€)z+1=0 ,0U @ estun réel de }0,%[.

1. a) Le calcul du discriminant donne :
. . 2 . . 2 . . . . 2
A:(e|¢9 +e7|6’) _4:(e|6’ +e7|¢9) _4e|9efl6’ :(e|9 _eflg) )
Les racines de I'’équation sont : z, =e et zZ, =e'’ . La partie imaginaire de

z, est sin@<0 car ee}og[ .

N.B : On peut aussi remarquer que I'équation (Ee)s’écrit sous la forme
2’ —(z,+12,)z+2,%x2,=0. En effet, si 'on prend : z, =™ et z, =¢€'’, on obtient :
z,x2,=e""xe" =1.

. P roaliieres o o 1
b) OM,M,M, soit un parallélogramme < OM, =M,M, <:>2|sm¢9:|<:>sm6?=z.
Comme ee}oﬁ[ alors 9:2.
2 6

c) Faire une figure pour 0:%.

. T
Dans tout ce qui suit, on prend H:E.

2. Soit t la translation de vecteur W d’affixe (—ﬁ+ i).

M4=t(Ml)<:>z4:zl+(—\/§+i)<:>z4 =§—

B3

1. . 1.
—1—3+iz,=—+=1.
2 V3 o2 02
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. . 2
3. Soit r la rotation de centre O et d’angle —?ﬁ.

2 27 T 57

M;=r(M,)=z,=e %z, oz,=e 3xe *oz,=e °.

4. L'affixe du point Mg le symétrique de M, par rapporta O est z; =—i.

. e e . s . i i 2 \
Les racines sixiemes de (-1) sont les solutions de I'équation z° =—1=¢"" =e™7) ast-a-

T nmw
. L (%)
dire encore les nombres complexes qui s’écrivent sous la forme e'® *’avec
ne{0,1,2,3,4,5}.
Il en résulte :
(m Om V3 (m 7 V3 (7 27 57
(%) e, . ) _ &%) 3
e’ ¥ =e=z;e°®¥=et=i=z, ;€° 3 6 =———+=i=z,;
o), 59 &5
e’ e’ ‘=e ®=z.;e’ */=e?2 =—i=z, et e'® */=e® =e ®=z.

Ainsi, les racines sixiemes de (-1) sont z, avec ke{1,2,3,4,5,6}.

5.2° +1:(Z_Zl)(Z_ZZ)(Z_23)(2_24)(2_25)(2_26)

ol e

or (z—e“")(z—e"g):z2 —(e‘9+e’“9)z+1:z2 —2cos@z+1 ; il en résulte que :

et
:(22 —2cos% z+1](22 +1)(22 —2cos%”z +1)

z° —\/§z+l)(22 +1)(z2 + 32+1)

oy

I
—
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