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Exercice 1 :

1. ¢) ; 2.a) ; 3.c) ; 4. ¢)

Exercice 2 :

. . X 1 . 1 1
1. a) limf(x)=limx+ = - — = limx+——-— =+
X—>+00 X—>+00 ex ex X—>-+0 ex ex

X

X—>+00 e

b) limf(x)—x = lim— —ix =0 donc la droite A:y =x est asymptote a (€) au
X—>+0 e

X
voisinage de +o.

c) Pour tout x positif, f(x)—x=(x-1)e™.
f(x)-x=0<x-1=0<x=1 donc (€) coupe (A) au point A(1, 1)
f(x)-x>0<x-1>0<x>1 donc (€) est au dessus de (A) sur |1,-+oo]

f(x)-x <0< x <1 donc (€) est au dessous de (A) sur [0,1.
2.a)0Ona:

v' f est continue et strictement croissante sur [O, +oo[

< 1[0 4eef) = [ £(0), timf (x)] =[]
v Oe[—l,+oo|:

Donc l’équation f(x) = 0 admet une solution unique « dans R, .

, 1) 1 1 ¢ 1
D’autre part, f(0)=-1 et f > =§—§e2z0,19 donc O<a<-=.

P
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1 1 1
3.a)0na: u, =J f(x)dx=j xdx+J (x—1)e™dx
1 o

1 1 1
Or: xdx=|=x*| ==-——
) 2" ] 2 2
1

Calculons, a l’aide d’une intégration par parties, l'intégrale j (x—l)e‘xdx :

Pour cela, on pose :

v(x):x—l v'(x):l
w'(x) =e™ w(x) =g~
On obtient :
1 1
j (x —1)e**dx = [—(x —1)e** ]1 +j edx = (a —1)e*“ + [—e** ]i ——el+qe.
ILen résulte : u, = 1—0(—2—(—e’l + ae"") Ll e @ +ae™”
2 2 2 2

Soit A la partie du plan délimitée par la courbe (€ ) et les droites
d’équations respectives x= a,x=1ety=0,

1 1
A = j f(x)dxua=uua ou of = 4J. f(x)dx cm? = 4u, cm’

a

Donc u, =

1
xsA ou encore u ==—xAcm”.
1xua 4

b) Pour tout x positif, —x<0 donc 0<e™ <1dot O<xe™<x<0<f(x)<x

Par suite, pour tout entier naturel n non nul, 0< [f(x)] <x".

[f(x)}n dx < j

1 1

1
Il en suit : Osj x"dx < 0<u, s{ix“ﬂ}

Y Y n+1
< 0<u, <t Lom
n+1 n+1
Or Lt el donc 0<u <L
n+1 n+1 n+1 n+1

1 . 1
c) On a pour tout nde N*, 0<u <—— et comme lim—— =0 alors
n+1 e 41

limu =0.

nN—+0
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Exercice 3 :

1. Montrons par récurrence que : pour tout entier natureln, u <v_.
Ona:u,=0 et v,=1 donc u,<v,.
On suppose que : u, <v_, pour un certain rang n, et on montreque u,, <v_,.

_ _2un+vn_3un+2vn_5(2Un+Vn)—3(3Un+2Vn)_Un—Vn<0
n+l ndl T 3 5 - 15 B 15 -

D’ou le résultat.

2u +vVv v, —u .
=t ou =20 donc la suite (u,) est

2. Pour tout entiern, u, , —u, 3 R

croissante.

3(u, —v
D’autre part,, v, -V, = A, 3y, -v.) <0 donc la suite (v,) est

décroissante.

3.0na:
v pour toutnde N, u <v_

v' lasuite (u,) est croissante et la suite (v,) est décroissante

1
v pourtoutnde N, v  -u = E(v” -u,).

Posons pour toutnde N, t =v_—u, ondonc t = %tn

Ainsi : (tn) est une suite geometrique de raison T

Et comme %e ]—Ll[ alors limt =0, il en résulte ainsi que limv, —u =0. Par

nN—+oo nN—+0

conséquent, les suites (u,) et (v,) sont convergentes et admettent la méme

limite ¢.

Remarque : la suite (u) est croissante , la suite (v) est décroissante et pour tout

entier naturel n u <v_donnent pour tout entiern, 0=u, <u <v_<v =1.

Ainsi :

v lasuite (u,) est croissante et majorée par 1 donc (u,) est converge vers un réel ¢.

v lasuite (v,) est décroissante et minorée par 0 donc (u,) est converge vers un réel /',

n

. 2u +vVv ) R ..
v" Pour tout entier n, u , = —"—=" entraine, par passage a la limite,

=2 oy r—
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4. a) Pour tout nde N,
W,,—W,=9u  +5v, —9u —5v, =2(2u +Vv,)+3u, +2v, =9u +5v, =W,
donc la suite (w,) est constante.
b) Pour toutnde N, w =w, =9u, +5v, =5.
Par suite, 5=limw_=1lim9u_+5v, =14/ d’ou /= %

Exercice 4 :

1. a)Ona:
v" ABC est un triangle rectangle en B et direct

v (rs, rcj = 2[2r]
Donc (Cﬁj = %I:Zﬂ':' )

, CB 1
Ilen résulte : — =cos —.
CA 2

7

3
Ainsi : S(A) = B.

Autre méthode :

On a d’une part :

v" ABC est un triangle rectangle en B et direct

v (Ea,rcjzg[zﬂ]

Donc (CT,?BJ = %[27[].

Comme O est le centre du rectangle ABCD alors OC = OB alors le triangle
OBC est équilatéral direct.

D’autre part : la forme réduite de la similitude directe S de centre C , de rapport

3

](A) =0 et le triangle OBC est équilatéral direct

1 et d’angle Z est S=r._oh
2 3 o

&

O est milieu de [AC] donc h

&
2

doncr. _(0)=B. D’ou S(A):r( .
©3

&
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b) On sait que AC=2 AO, AE =2 AD et AOD est un triangle équilatéral direct donc

AC = AE et (KE, KE) = %[272’] donc le triangle ACE est équilatéral direct.

Ona: (fﬁ,ﬁﬁ) EZ[Zn] et L_O_1 4onc S(E) = 0.
3 CE CA 2

2. a)

Figure a rendre en annexe

b) (OE) est la médiatrice du segment [AC] et | appartient a (OE) donc IA = IC.
Comme A appartient a (I') alors C appartient aussi a (I').

3. a) A, P, C et M sont quatre point du cercle (F) tels que A et P sont situés sur
le méme arc orienté dans les sens direct d’extrémités M et C donc

- (7)o
= (ﬁ)[zn]

= %[272]
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b) [M—N,M—Cj = (W’, NTC)[ZE] = (W, Wj = %[27:] . Or le triangle CMN est

rectangle en N et direct donc (m,C—Nj = %[27[] .

, .~ CN r 1
D'ou — =cos—=—.
CM 3 2
Par conséquent : S(M) = N.
4. Me(AE) donc S(M)=NeS((AE))=(BO)=(BD) d’ou les points B, D et N
sont alignés.

Exercice 5 :

1. a) Comme 3x0+4x(-2)=-8 alors (0,-2) est solution de I’équation (E).
b) On a 3x +4y =-8=4.0+4.(-2) alors 3x+4(y+2)=0 ou encore
3x =-4(y+2).
3 et 4 sont premiers entre eux et 4 divise 3x donc 4 divise x d’ou x =4k, keZ .

Il en résulte que :
3X=—-4(y+2)=3(4k)=-4(y+2)oy+2=-3koy=-3k-2

Inversement : si (x,y)=(4k,—3k—2) alors 3(4k)+4(-3k—-2)=-8.
Donc l’ensemble de solutions de l’équation (E) dans Z x 7 est {(4k,—3k - 2),k e Z} )

2. a)SiM(x,y) €(A) alors 3x +4y +8=0
Si de plus x et y sont entiers alors ~ — Ak et y=-K-2 ou keZ

Il en résulte que :

AM = ([(x~0) +(y—(-2))" = [(4k) +(-3K)’ = 25" =5[K

D’ou AM est un multiple de 5.

b) Si N(x, y) est un point de (A) alors3x +4y +8=0d’ou y+2= _Ex .
Il en suit : 4

AN = \/(x -0y +(y —(—2))2 = /xz +[—%x]2 = \/% = %|x|

c) Si AN est un multiple de 5 alors §|X| est multiple de 5 d’ou || est multiple
4

de 4 ou encore x =4k, k eZ. Ainsi, x est entier.
x est entier et 3x + 4y = - 8 donc y est entier.
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