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Exercice 1: (4 points)

Répondre par Vrai ou Faux a chacune des propositions suivantes. La Justification de chaque question
est exigée.

- >
1. Le plan est muni d'un repere orthonormé (O, i, jj . (C) estla courbe représentative

de la fonction f définie par f (X) =JX et (C’) désigne la courbe représentative de la
fonction g définie par g(x ) = x*. L aire, en unité d’aire, de la partie du plan limité par les

(C) et (C’) et les droites d’équations respectives x =0 et x = 1 vaut : %

T

w
2. | P RX 12,
J, cosx

3. 5|sinx|dx=§.
x 2

3

4r

3
4, j cos3t.sintdt =0

T

Exercice 2: (4 points)

2 2
dx etpour tout n =1, u_ =J‘ sin" x dx.
0

Soit (u, ) la suie définie par: u, =J‘

0

1. Calculer u, et u,.

(n-1)

n

2. Démontrer que pour tout entier n>2, u_ = u

n-2"
3. Calculer le volume du solide de révolution par rotation autour de I'axe des abscisses

de la portion de la courbe d’équation y =sinx ou xe {O,%} .

Exercice 3: (6 points)

1. Soit x un entier relatif.
a) Démontrer que: 3x= 8(m0d10) SX= 6(mod10) .

b) Démontrer que: X’ 56(m0d10) = (XE4(mOd10) ou XE6(mOd10))
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2. Soit n un entier naturel.
a) Vérifier que n’+(n+1) +(n+2) =3(n+1)" +2.
b) Démontrer que: n’+(n+1)° +(n+2)"=0(mod10) < (n+1)° =6(mod10).
c) En déduire que :
n’ +(n+1)2 +(n+2)2 =0(mod10) < (n =3(mod10) ou n ES(modlo)).

d) En déduire les entiers naturels , multiples de 10 inférieursa 5 000, qui sont la
somme des carrés de trois entiers consécutifs.

Exercice 4: (6 points)

Dans le plan orienté , on considere un triangle ABC équilatéral direct de coté 2. On note I
et ] les milieux respectifs des segments [AB] et [AC] et par D le symétrique de B par
rapporta (AC). Soit f la similitude directe qui envoie A sur D et I sur].

1. a) Montrer que f est d’angle —% et de rapport «/§ .
b) Montrer que B est le centre de f.
2. Déterminer I'image de la droite (IC) par f.
3. Soit E I'antécédent de I par f.
Montrer que le triangle [EB est isocele et les droites (BE) et (I]) sont perpendiculaires.
En déduire une construction de E.

4.0On pose: g:foS(AB).

a) Déterminer g(B) etg(A).

b) En déduire que g est une similitude indirecte dont on précisera le rapport et le
centre .

5. On note O le milieu du segment [BC] et on rapporte le plan au repere orthonormé
direct (O,&,\?).

a) Donner I'écriture complexe de f.
b) Montrer que I'écriture complexe de g est z'= 1x/3_’£ -1+ i\/.')_’.

¢) En déduire une équation de (A) I'axe de g.
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Corrigé
Exercice 1:

1. Vrai.
En effet :

Pour toutx de [0, 1], 0<x* <x <0< g(x)<f(x) donclaire, en ua, de la partie

du plan limitée par les courbes (C) et (C’) et les droites d’équationsx=0etx =1

est:
1 1
2 1 2 1 1
(\/;—Xz)dx=[—x x——xﬂ =Z_Z==,
0 3 3 1, 3 3 3
2. Faux.
i s 1 T
En effet : tanxdx=— 51121de={ } =\/§—1.
, COSX , €Os"X COSX |,
. tanx . ‘s T
Remarquons que la fonction x> est continue et positive sur [O,Z} donc
COSX
i
tanXdXZO.
, COSX
3. Faux

% g 3 z 1 3
En effet : J. ”|sinx|dx = ZJ- |sinx|dx = Zj. sinxdx = 2[—cosx|3 = 2[—E+ lj =1 o
e 0 0
4. Vrai
En effet: Soit f(t) = cos2t.sint
Pour tout t réel ,
f(t+7)=cos(3t+37).sin(t+7)=—cos(3t+7).sint = cos3t.sint = f(t)

Donc la fonction f est périodique de période x.D’autre par, f est impaire.
4r

3 2
I cosSt.sintdtzj cos3t.sintdt =0

s

Exercice 2 :

z T
2 “ 2 z
2 . 0

0

2
2. Calculons pourtout n>2, u, :I sin" xdx par une intégration :
0

Onpose: u(x)=sin"'x ,  u(x)=(n—1)cosx.sin"”x
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V'(x) = sinx , v(x) = - cosx

NN

u, :[—Cosx.sin“’1 x]og +(n—1)J. ’ cos? x.sin" ? xdx =(n —1)J. (1 —sinzx)sinr“2 dx
0

0

= (n1)Ufsin“ xdx—jfsin“ dx} =(n-1)(u,,-u,)=(n-1)u, ,—(n-1)u,

Dot nu,=(n-1)u, ,<u, = (n—1)
n

u .

3. Levolume du solide de révolution par rotation autour de I'axe des abscisses de la portion de

la courbe d’équation y =sinx ou x E|:0,E:| est:

2 —
V= 72'-“ sin®xdx = zu, :%.uo =
0

N_I»—\
NN
Sy

Exercice3:
1. Letableau des congruences, modulo 10, donne :
XE.(mOdIO) 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
3XE.(m0d10) 0 3 6 9 2 5 8 1 4 7
x? E.(modlo) 0 1 4 9 6 5 6 9 4 1
On en déduit :

a) 3x=8(mod10)< x=6(mod10)
b) x* 56(mod10)<:>(xz4(mod10) ou XE6(mOd10))
2. a)Ona n? +(n+1)2 +(n+2)2 =n’+n’+2n+1+n*+4n+4=3n*+6n+3+2

=3(n*+2n+1)+2=3(n+1)" +2

b) n’+(n+1)"+(n+2)"=0(mod10)<3(n+1)" +2=0(mod10)
3(n+1)" =-2(mod10)
&3 (n+1)’ =8(mod10)
& (n+1)° =6(mod10)
c)n’ +(n+1)2 +(n+2)2 EO(mod10)<:>(n+1)2 =6(mod10)
<n+1=4(mod10) ou n+1=6(mod10)
<n=3(mod10) ou n=5(mod10)
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d) L'ensemble des entiers naturels , multiples de 10 inférieurs a 5 000, qui sont la somme des

carrés de trois entiers consécutifs et correspondanta n € {3;5;13;15;23;25;33;35} , est

{50;110;590;770;1730;2030;3470;3890} .

1. a) Ona :(ﬁ,ﬁ])z(ﬁaﬁ)[m]E(ﬁ,sﬁ)[zﬁ]E%(B—A,&)[zﬂ]z-g[zﬂ]

et E:%:thﬁ:ﬁ.
Al 1,0 2

2

Vs
Donc f est d’angle —g et de rapport \/§

B
o - - BJ AB7
b) Ona: f(l)=J, (BI,B])E(BA,B])[Zﬂ']E——[Zﬂ'] et —= :\/3T donc B estle
6 BI lAB
2

centre de f.
2. Ladroite (IC) es perpendiculaire a (I1A) en | donc f((IC)) est le perpendiculaire a f((IA))= (DJ) en
f(1) =J d’ou f((IC))= (AC).

3.

\E J

a) Appliquons la formule d’Al Kashi dans le triangle BEI :

Ona:f(E) =1 équivaut a BI:\/S_’BE et (B_EE,Ei)E—%[Zﬂ]
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x V3

EI* =BE* + BI? —2BE.BIcos(—gj =BE? + 3BE* —2BE.«/?_>BE.7 =BE?

D’ou El =EB et par suite le triangle IEB est isocele en E.

Donc (BE) est perpendiculaire a (BC).

Or | est le milieu de [AB] et J le milieu de [AC] donc (1)) est parallele a (BC).
D’ou (BE) et (1)) sont perpendiculaires.

La médiatrice de [BI] et la perpendiculaire a la droite (BC) en B se coupent en E.

4.2)g(B) = foS ,, (B)=f(B)=B ; g(A)=foS,, (A)=f(A)=D.
b) g est la composée d’une similitude directe de rapport \/§ et d’une similitude indirecte de
rapport 1 donc g est une similitude indirecte de rapport \/?_;
Or g(B) =B alors B est le centre de g.
5.a)Ona z;=-1, 'écriture complexe de f est :

i 3-iV3

Z'-Z, :\ﬁe 6 (Z—ZB)<:>Z'+1: >

(z+1) =z’

3-if3  1-i3
= 5 7+ )

2
b) L’écriture complexedegest:z’ = a% +b.
g(B)=B <-1=—-a+b .
Ona z, =iy3 et Ezﬁ@ZD:zc—zB+zA<:>zD:2+i\/§
Il enrésulte: g(A)=D <:>2+i\/_=—ai 3+b

Résolvons dans Rx R le systéme :

{—a+b=—1 {a(l—i\/g)—ZH\/g@ a=(2+iﬁ)(1+i\5)©{a_iﬁ

&
—ai«/§+b:2+i«/§ b=a-1 4 b=—1+ix/§

b=a-1
L'écriture complexedegest : z'= 1«/3_’2 -1+ ixﬁ

c) U'axe (A) de g est 'ensemble des points M(z) d’'image M’(z’) par g tel que B—M':ﬁﬁ/{
d’ou z'+1:\/§(z+1)<:>i\/§£+i\/§=\/§z+\/§.

Posons z =x + iy ou x et y sont réels ,

i\E(X—iy)—Fi\E:«E(X-f—iy)-l—«E@}l\E-%-i(X 3+\E)=X 3+«E+iyﬁ
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&y=x+1 donc A:y=x+1

@{y\/?ﬂ 3+43
x3+V3=y\3



