Mr ABIDI Farid aM

Calcul d'aires et de volumes

Exercice 1 :
On considére les fonctions f et g définies sur R par f(x) =x” et g(x) =2x—Xx.

On désigne par (C) et (C’) les courbes représentatives respectives de f et g dans un repére

orthonormé (OT]) du plan.

1. Soit () la partie du plan limitée par les courbes (C) et (C’) et les droites d’équations
respectives x =0 et x = 1.

Calculer # T’aire, en unité d’aire, de (7).

2. Soit (#’) la partie du plan limitee par la courbe (C”) et les droites d’équations respectives
Xx=0, x=1lety=1.

Calculer #’ I’aire, en unités d’aire, de (7’).

Exercice 2

Soit f la fonction définie sur [0, x| par f(x)=cosx+cos’x.

1. Etudier les variations de f et tracer sa courbe représentative (C) dans un repere orthonormé
(O,T,]) d’unité graphique 1 cm.

2. Calculer l’aire de la surface délimitée par la courbe (C), ’axe des abscisses et les droites
d’équations respectives x =0 et x =m.

3. Calculer la valeur moyenne f de f sur [Oﬂ et en donner une interprétation géométrique.

Exercice 3
Soit f la fonction définie sur R* par f(x)= x+5—iz.
X

1. Démontrer que I’équation f(x) = 0 admet trois solutions a, b et ¢ que I’on calculera. On
prendra a<b<c.

2. Etudier la fonction f et tracer sa courbe représentative (C) dans un repere orthonormeé.

3. Calculer I’aire de la partie du plan limité par la courbe (C) et les droites d’équations
respectivesx =a,x=bety=0.
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Exercice 4

2
1. Montrer que pour tout x de [0; 2], 1—5s1/1—x— <1.

2 4
2 X2
2. En déduire un encadrement de I’intégrale I = J;) 1- de .

Donner une interprétation graphique du résultat.

Exercice 5 :

Soit f la fonction définie sur I’intervalle [-1,1] par f(x) = x1—x* dont la courbe (C) est

tracée ci-dessous dans un repére orthonormé (OT])

1. Calculer I’aire, en ua, de la partie du plan limitée par la courbe (C) et les droites
d’équations respectivesx =-1,x=1et y=0.

2. Calculer le volume, en uv, du solide engendré par rotation de (C) autour de I’axe des
abscisses.
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Exercice 1 :

Remarquons de la courbe (C) est une parabole de sommet O et d’axe le droite des ordonnées
passant par le point A(1,1) et (C’) est une parabole de sommet A(1,1), d’axe la droite

d’équation x = 1 et passant par O.

1.Comme pour tout x de [0, 1], f(x)<g(x) alors I'aire, en ua, de la partie () du plan

limitée par les courbes (C) et (C’) et les droites d’équations respectives x =0 et x = 1 est :
4= ({900 —100)dx = [(2x—2x7 = = 27| =1
= Io(g(x)— (x)) x_jo( X —2X )dx_ X“—2x°| =3

0

3. L’aire, en ua, de la partie (#”) limitée par la courbe (C’) et les droites d’équations
respectives x=0, x=1ety=1est:

1

A= J:(l—g(X))dx:j:(1—2x+x2)dx =[x—x2 +%x3} =%.

0
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Exercice 2 :

1. festdérivable sur [0, 7] et pour tout x de [0, x],

f'(x)=—sinx—2sinx.cosx = —sinx(2cosx +1).

0<x<nm

f’(x):0<:> sinx=0 < x=0 ou x:z—; ou X=r.

1
COSX =——

On sait que pour tout x de [0, 7], sinx>0. Donc le signe de f'(x) est le signe
contraire de 2cosx-+1.

X 0 Z_n T
3

2Cc0SX +1 + 0 -

f’(x) 0 - 0 + 0

£(x) 2\ 1/'0
4

Cherchons I’intersection de la courbe (C) avec I’axe des abscisses :
0<x<m
T
f(x) =0 cosx(cosx+1)=0<><cosx=0 <X== 0u X=1.

cosx =-1

.. e . . . T
Ainsi, la courbe traverse I’axe (O,I) aux points d’abscisses respectives — et 7.
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2. L’aire de la surface délimitée par la courbe (C), I’axe des abscisses et les droites
d’équations respectives x =0 et x =7 est donnée par :

#=Jﬂﬂwwxw=(kfumx—kfumg}ma
Cherchons une primitive F de f sur [0, n] :

Ona: f(x) =cosx+%(c052x+1)=cosx+%cost+§

Donc F(x):sinx+%sin2x+%x.
Ainsi, #= ([F(x)]g—[F(x)chmz =([1+§j+(1—§jj=2cm2.

3. Ona: f:Ejzf(x)dx:z(prEj:ﬂ.
770 T 4 27

f est la largeur du rectangle d’aire (1+§j cm? et de longueur g :

Exercice 3 :

3 2
1 f(x)=0e XX 74 g et x20
X

<X +5x*—4=0 (E)
On remarque que 1 est un solution évidente de 1’équation (E), donc il existe deux réels o et
B tels que pour tout x réel 1 x°+5x* —4 = (x+1)(x* +ax+B).
Or pour tout x réel, x®+5x? —4:(x+1)(x2 +ax+B) =x°+(1+ o)X’ +(B+a)X+P
a+l=5

oa=4
D’ou {B+a=0& .
p=—4
p=4

Par suite, f(x):0<:>(x+1)(x2+4x—4)=0
< x=-1o0u xX*+4x-4=0
<:>x=—2—2x/§ ou x=-1ou x=—2+2\/§

Dou a=-2-2J2, b=—1et c=—2+22.
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2. limf(x) =+, limf(x)=—o0 et limf(x)=—o.

X—>+00

lim £ (x)—(x+5)= lim - =0.

[X|—>+o0 [X|—>+o0 )(2

Ainsi, la courbe (C) de f admet pour asymptotes les droites d’équations respectives y = 0 et

y= X+5.
. L , 8 x°+8
f est continue et dérivable sur R* et pour tout x de R*, f (x):1+—3: -
X X

Le signe de f’(x) est celui de x(x+2), d’ou les variations de f:

X 0 2 0 4$00

f'(x) + 0 - +

2 +®
f(x
( ) B / \ N /
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3. Sur I’intervalle [a, b] = [—2 —242, —1] , T est continue et positive donc 1’aire cherchée est

2 b
e e R S

X
a
Exercice 4 :

1.Comme 0<x<2, on en déduit que —13—% <0dou0<1 —g.

2

. X X X
Par ailleurs, 1 — —=(1-=)(1 + =).
1 ( 2)( 2)

2
Comme 1—% >0etl+ gzo, on en déduit que 1 — XT >0.

2
X / X . e .
Pour comparer les nombres 1 5 1—7 et 1 qui sont positifs, il suffit de comparer leurs
carrés qui sont rangés dans le méme ordre.

2 2 2
(1_5)2:1—x+x— . ( 1—X—)2: 1- X et 1°=1.
2 4 4 4

2 2 2
Montrons que, pour tout xe[0; 2], 1 —x + XT <1- XT ou bien —x +X7 < 0 ou encore

X
-X(1-=)<0.

( 2)
Cette derniére inégalité est vraie carona:—x < Oet1l g >0.

2
- . X
Il est évident, par ailleurs que 1 — " <1

2
Donc on obtient I’encadrement, pour tout x €[0; 2] : (1 — 2)2 < (,/1—% )* < 12 ce qui
X | x°
permet de conclure que, pour tout x €[0; 2] : 1_§S 1—T <1.

Si 0< x < 2 alors osgs 1 d’ot— 1< —gsowouos 1-% <1,

X
2
On en déduit que, pour xe[0; 2], 1—220.
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NG NG

Par ailleurs, si 0< x < 2 alors 0< x> < 4d’ou 0< T <1 d’oﬁ—ls—T <0.

2 X2

On en déduit que 0< 1—%3 1 d’ou, pour xe[0; 2], 1—720.

2
On va comparer, pour xe[ 0 ; 21, les carrés des nombres positifs 1 — g 1/1—)(7 etl:

Xvo_ ,2-Xw_ (2-%X)°_ 2-x(2-x)
a-2y=(2 %= 20 BN
1—X—2 =1—X—2= 4_X2= (Z_X)(2+X)
4 4 4 4

Pourxe[0;2],0na:2—x < 2+x; onen déduit que (2—x{‘f2—x) < 2=0@+x)

4

2 2
Finalementona: (1 — %)2 < 1/1—% < 1%

Des nombres positifs sont ranges dans le méme ordre que leur carré donc, pour

2
xe[0;2],ona: 1—531/1—)(— <1.
2 4
2

. : : . X .
2) L’intégrale existe bien car la fonction : x— ,[1— " est continue sur [0 ; 2] car

2
X . .
X 1-— " est continue et positive sur [0, 2].

/ 2
2 X
On déduit de ce qui précéde un encadrement de 1’intégrale [ = Io 1- de :

j:(l—g)dx < I:ﬂfl—sz dx < dex
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2 X x? 22 02
1-Ydx =x- 212 =2-% _(0-2)=2-1-0=1
IO( 2) [ 4]0 2 ( 4)

.[2 dx=2.
0

Donc on obtient I’encadrement de ’intégrale I suivant : 1 < | < 2.

Interprétation graphigque de ce résultat :

2
Si on note f la fonction définie sur [0 ; 2] par f(x) = ,/1- XT alors, comme f est positive sur

[0; 2], I représente I’aire de la partie du plan délimitée par la courbe de f, ’axe des abscisses

et les droites d’équations respectives x =0 et x = 2.

Cette aire est comprise entre une et deux unités d’aire.

Exercice 5:

1. Lafonction f est impaire sur [-1, 1] donc _[_Olf(x)dx = —jolf(x)dx .
L aire, en ua, de la partie du plan limitée par la courbe (C) et les droites d’équations
respectives x = -1, x = 1 et y = 0 est donnée par :
1
_ 1 _ 0 1 _ 1 _ 1 2 2 _ 2
A _j_l|f(x)|dx = —j_lf(x)dx +j0f(x)dx = Zjof(x)dx = 2{—5(1—x )«/1—x } =3

0

2. Compte tenu des symétries, le volume cherché est :

) ' 1, 1,1 4n
V= Zjonfz(x)dx=2njox2(1—x2)dx=2n[§x3—gx5l=E.
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