Mr ABIDI Farid aM

Géométrie dans |I' espace

: H G
Exercice 1 .
Le repére (A, AB, AD, AF ) formé sur le cube :
ABCDEFGH est orthonormé direct. E
Calculer les produits vectoriels suivants. : F
ABAAD , ABAAC , ACABD et ACAFH . Cpoceec--_] ---_4B
D A

Dans tous les exercices qui suivent, I’espace est supposé rapporté au repére orthonormé
- > -

direct (O, i, j,k).

Exercice 2
-J3+2 -3J3+1
Soient u| +/3+2 |et v| 33 +1 | deux vecteurs de I’espace

-4 -2

- -
Déterminer une mesure o, de I’angle orienté (u,Vv ).

Exercice 3
J2-1 1

1) Soient J 1 et C V2 +1 | deux vecteurs de I’espace.
J2+1 3+22

a) Calculer G A ;
b) Qu’on déduit-on pour G et 3 ?
2) Soient les points A(2,0,0), B(0,4,0) et C(0,0,3).

a) Calculer ATB /\AE , B_E:/\B_A et CﬁA/\CﬁB.
b) Qu’on déduit-on ?

Exercice 4
-1 0
1) Ondonne le point A(-3,5,2) et les vecteurs u| 3 |etv| 1
4 2

—

N
a) Montrer que u et v ne sont pas colinéaires.

- -
b) Ecrire une équation cartésienne du plan passant par A et de vecteurs directeurs u et v .

2) Calculer la distance du point B(3,-1,1) au plan (P) puis la distance du point C(-2,0,2) au plan (P).
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Exercice 5
On considere le point A(2,2,1) et une droite A définie par 1’un de ses points B et par un vecteur directeur u .

1. Calculer la distance du point A a la droite A

1

=1+ a

l-0 ,a0eR

-2
passant par B(4,2,0) et de vecteur directeur u| 3 J
X
2. Calculer la distance du point A & ladroite D: <y
z

Exercice 6 C D
Soit les points A(1,2,3), B(4,2,-1) et C(2,-1,2) de I’espace

1. On désigne par_< T’aire du triangle ABC. ]

Calculer _4 . A H B
2. a) Déterminer les coordonnées du point D tel que ABCD soit un parallélogramme.

b) Donner I’aire _4 de ABCD.

Exercice 7
1) Montrer que les points A(1,1,1) , B(-1,2,-1), C(2,3,5) et D(1,0,-1) ne sont pas coplanaires.
2 1 4
2) Les vecteurs G -1, 3 -1 et \Tv -3 | sont-ils coplanaires ?
7 3 7
2 1
3) Soient A(1,-2,3), u| -1 et v| -1
1 3

Déterminer I’ensemble (I") des points M de 1’espace tels que det(u,v,AM) = 0

Exercice 8 :
1) On donne les points A(1,1,1), B(2,0,0), C(0,3,0) et D(0,0,-2).
Calculer le volume du tétraedre ABCD.
2) a) Calculer la hauteur issue de A du tétraedre ABCD.
b) Déterminer une équation du plan (BCD) et retrouver le D
résultat de la question précédente. B
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Exercice 9:
A, B et C sont trois points de 1’espace.
On considere I’application f qui, a tout point M de I’espace , associe le point M’ , tel que:
MM = 2.MA-MB-MC
1. Démontrer que f est une translation dont on exprimera le vecteur en fonction des vecteurs AB et AC
2.0ndonne A(-1;2;1) ; B(1;1;-3) et C(3;3;-1)
a) Déterminer I’expression analytique de la translation définie ci-dessus.
b) Montrer que A est un point équidistant des points B et C.

c) Déterminer I’image par f du plan (P) médiateur du segment [BC].
Exercice 10 :

A, B et C sont des points de I’espace et G le point tel que: 2.GA-GB-3.GC = 6
1. Montrer que I’application f qui a tout point M, on associe le point M’ , tel que:
MM' = 2.MA-MB-3.MC est une homothétie de centre G , dont on déterminera le rapport
2. 0ndonne A(-1;2;1) ; B(1;1;-3) et C(2;3;-1).
a) Déterminer les coordonnees du point G .

b) Déterminer 1’expression analytique de I’homothétie f.

Exercice 11 :

On considére les applications f et g de I'espace définies par leurs expressions analytiques respectives

[ xX'=x-1 [x':6—3x
1 y'=y-2 et 1y‘=—3—3y
zZ=z +3,5 7 =-3z

1. Reconnaitre f.
2. a) Démontrer qu’il existe un unique point G , invariant par g
b) Pour tout point M de E , onnote M’ = g(M)
Exprimer le vecteur GM en fonction du vecteur GM

c) Reconnaitre g .
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xercice 1 H G

Le repére (A, AB, AD, AF ) est orthonormé direct.

ABAAD est un vecteur orthogonal aux vecteurs AB et AD, F

de méme sens que le vecteur AE et de norme

|ABAAD|=ABAD.sin(BAD)=1 donc ABAAD=AF. o SR ---4B
ABAAC est un vecteur orthogonal aux vecteurs AB et AC,

de méme sens que le vecteur AE et de norme D ' A

H/TB/\A_C.H :AB.AC.sin(gAE) = \/Esin% —1 donc ABAAC=AE.

AC ABD est un vecteur orthogonal aux vecteurs AC et BD, de méme sens que le vecteur AE et de norme
_ —_ 2 _— —_ _—

|AC ABD| = ACBD:sin [g} =(v2) =2 donc ACABD=2AE.

AC et FH sont colinéaires donc ACAFH =0.

Exercice 2
- \/§ +2 - 3\/§ +1
Soient les vecteurs G \/§+ 2 | et G 3\/5 +1
-4 -2

Onadune part: UV=(2-+3)(1-313)+(2+3)(1+3/3)+8=30

et d’autre part uv= HGH .H\?HCOS o= @.@COS& .

IL en résulte que J?B.«/@cosoc:%@cosa:i@cosa:g.

A

Or a€[0,n] donc a:%.

Exercice 3
J2-1 1
1) Soient les vecteurs G 1 ets J2+1
J2+1 3+242
0
a) J A GO donc uAv=0.
0

b) On en déduit que u et v sont colinéaires.

2) Soient les points A(2,0,0), B(0,4,0) et C(0,0,3).

-2 -2 12
a) Ona: AB|4 |et AC|0 | donc AB A AC|6
0 3 8
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0 2 12
Ona: BC|-4| et BA| -4 | donc BC A BA|6
3 0 8
2 0 12
Ona: CA|0 |et CB|4 | donc CA A CB|6
-3 -3 8

b) On en déduit que, étant trois points A, B et C de I’espace : ATB A ATC = B_)C A B_A = C_A A SB

Exercice 4
-1 0
1) On donne le point A(-3,5,2) et les vecteurs E 3 etc 1
4 2
2
a) Uav|2 | donc Uavz0 dod U etV nesont pas colinéaires.
-1

—

b) Soit (P) le plan passant par A et de vecteurs directeurs u et v .
2

uAVv| 2 | estunvecteur normal a (P) donc P: 2x+2y—z+d=0 ot deR.
-1

Or A(-352) € (P) <= -6+10-2+d=0<=d=-2.

Il enrésulte que P: 2x+2y—z+-2=0

6-2-1-2] 1 [4+0-2-2]
2) OnaB(3,-1,1) et C(-2,0 2) donc d(B,P)="—————'=> et d(C,P)=——="=0
) OnaB( yet ) done ( ) Ja+4+1 3 ° ( ) Ja+4+1

Exercice 5
-2
1. Ladistance du point A(2,2,1) a la droite A passant par B(4,2,0) et de vecteur directeur u| 3 | est
1
AB AU
Donnée par la formule d(B,A)="—
u
2 3 ABAU| 570736
Comme AB|0 | alors ABAu|O | etparsuite: d(B,A)="———1= 9+0+36 _ /45
1 6 u V4+9+1 14
2. Déterminons d’abord un point B et un vecteurs directeur u de la droite (D) :
-1
Prenons o.=0, nous obtenons B(1,1,0). Donc AB| -1
-1
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1 -2
Du systeme, nous obtenons ul -1|. Donc ABAu|0
1 2
. . o ABAUl B [B
La distance du point A(2,2,1) a la droite (D) est d(B,D): ==, [=.
u ¥3 \3
Exercice 6
Considérons les points A(1,2,3) , B(4,2,-1) et C(2,-1,2) de I’espace.
ABAAC
1. L’aire _4 du triangle ABC est donnée par la formule _¢ = 5
3 1 -12
Ona AB|0 | et AC|-3| donc ABAAC| -1
—4 -1 -9
ABAAC
Par suite 4 = _N144+1+91 236 _ 9.

2 2 2
Xp—1=2 Xp =3
2. a) ABCD est un parallélogramme < AD=BC < {y,-2=-3<1y, =-1.
7.-3=3  |z,-6
Donc D(3,-1,6).
b) L’aire 4" de ABCDest _4 =2 _4 = 259.

Exercice 7
-2 1 0
1) Ona:A(1,1,1), B(-1,2,-1), C(2,3,5) et D(1,0,-1) donc AB|1 |, AC|2| et AD|-1|.
-2 4 -2
Le déterminant des vecteurs AB, AC et AD est
2 1 4
. -1 -3 1 4 1 4
det(AB,AC,AD)=|-1 -1 -3=2 +o -2 =—2-5-2=-9
3 7| 3 7 -1 -3
-2 3 7
Il en résulte que les points A, B, C et D ne sont pas coplanaires.
2 1 4
- . -1 -3 1 4 1 4
2) det(u,u,w):—l -1 -3=2 + +7 =-—2-5+7=0
3 7| 13 7 -1 -3
1 3 7
2 1
3) Soient A(1,-2,3), M(x,y,z), u|-1|et v|-1]|et(I")’ensemble des points M(X, Y, z) de I’espace tels que
1 3

det(u,v,AM) = 0
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2 1 x-1
. -1 y+20 1 x-1 |1 x-1
det(u,u,AM):OQ—l 1 y+2/=02 + + =
1 3 7.3 3 z-3] 3 z-3 |-1 y+2

& -2X+7y—2+19=0

Ainsi I’ensemble (I") est le plan d’équation —2x+7y—z+19=0.

Exercice 8 :
1) Onalespoints A(1,1,1), B(2,0,0), C(0,3,0) et D(0,0,-2)
1 -1 -1
donc AB|-1|, AC|2 | et AD|-1].
-1 -1 -3
‘det B,AC, AD)‘
Le volume du tétraedre ABCD est V= 5
1 -1 -1
2 —1 -1 -1 8 4
or -1 2 -1= =—-7+2-3=-8, il en résulte que V= —=—
1 -1 -3 -1 —3 1 -3 6 3

2) a) Soit H le projeté orthogonal de A sur le plan (BCD) , la hauteur issue de A du tétraedre ABCD est donc
AH.

On sait que V = 1AH _A ou _4 estI’aire du triangle BCD.

-6 S —
- BCABD /
Ona BC|3 | et BD|0 | donc BCABD|-4| doa _4= = 36*;6”6:@
6
4 1 4
Il en résulte que —=-AH~22 dou AH=—.
T 373 V22
—6
b) Comme BC ABD| —4 | est un vecteur normal au plan (BCD) alors
6

(BCD):—6x—4y+6z+d=0, ou deR.

Or B(2,0,0) e (BCD) < -12+d=0<d=12.

Par suite, (BCD): —6x—4y+6z+12=0 ou encore (BCD):3x+2y—-3z—-6=0.
3+2-3-6]

J9+4+9 \/_

La distance AH est donc la distance du point A au plan (BCD) d’ou AH =
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Exercice 9:

A, B et C sont trois points de 1’espace.
On considére I’application f qui, & tout point M de I’espace , associe le point M’ , tel que:
MM = 2.MA-MB- MC
—)

1. M ’=2.|Wi-|\7é -I\Té & m’:z.|\TA7<|\TA+E’)-(|\TA+A_C’)=-(E’+A_’)

i (784 A2)
Donc f est la translation de vecteur - \ AB + A

2.0ndonne A(-1;2;1) ; B(1;1;-3) et C(3;3;-1)
-6 X'=X-6
_—> —>

a)Ona - ( AB + A ) 0 | donc I’expression analytique de la translation fest: <y'=y
6 Z’=7+6

b)Ona: AB=+4+1+16 = J21 et AC=+16+1+4 =421 donc A estun point équidistant de B et C.
c) On sait que A appartient a (P) donc I’image par f du plan (P) est lui-méme.

Exercice 10 :

A, B et C sontdes points de I’espace et G le point tel que: 2.GA-GB-3.GC =
1. Pour tout point M de I’espace, MT\/I’ = 2.I\/TA— I\/TB—3.I\/TC=—2 h/TG d’oll MG + GM’ =-2 MG ou

encore GM’ =3 GM . Il en résulte que f est une homothétie de centre G et de rapport 3.
2.0ndonne A(-1;2;1) ; B(1;1;-3) et C(2;3;-1).

— —> —> — —»)

- —> - . —> —_—> -> 1 ( -
a) 2.GA-GB-3.GC =0 <-2GO0+20A-0B-30C=0 < GZE 2 OA-0B -30C
) 9
Par suite G(—E,—3,4j .
x'+g:3(x+gj
2 2 X'=3x+9

b) L’expression analytique de ’homothétie f est <y'+3=3(y+3) «<<y'=3y+6.
2'-4=3(z-4) z2'=3z-8

Exercice 11 :

On considere les applications f et g de I'espace définies par leurs expressions analytiques respectives

[ x'=x-1 {)(':6—3X
1 y'=y-2 et Ty’=—3—3y
7=z +3,5 Z'=-3z

. 2> i -
1. festlatranslation de vecteur i+2 j+35 k.
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3

X ==

X=6-3x [4x=6 23
3 a) {y=-3-3y=idy=-3< y:—Z
Z2=-3z z=0 720

Donc g admet un unique point invariant G 8—%0)

b) Pour tout point M(x, y, z) de I’espace , on note M’ = g(M) telle que M’(x’, y’, 2’) et

0 3_9 o xr_éz_s[xi}
2 2

X'=6-3x 2 2

, , 3 9 , 3 3 7 — any
y=-3-3y< y+Z=—Z—3y<:> y+Z=—3 y+Z < GM =-3GM
7'=-3z S =37 R

c) g est donc I’homothétie de centre G et de rapport -3.
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