Mr ABIDI Farid aM

Fonction logarithme népérien

Exercice 1:
k
a) Calculer, pour tout entier ntelque n>2, u, = Zln(1 —%} .
k=2

b) En déduire limu,.

n—+oo

Exercice 2 :

Soit f la fonction définie sur ]0,+oc[ par f(x)= 22lnx .
X+ X
a) Montrer que pour tout x > 1, ln_zx <f(x)< tnx
X
b) Calculer les intégrales | = I;m—xdx et J= I:m—;(dx (on pourra utiliser une
X X
intégration par parties pour calculer J).

c) Ci-contre est tracée la courbe (C) IEEAEEEEEEEEEEEEEEE
Représentative de f dans un repere """" """" """" """"
Orthonormé du plan. _A ------- R ST SO0 S X0 U6 S0

:j':':':':':':':'

Soit A, exprimée en unité d’aire,
de la partie du plan délimitée par

la courbe (C) et les droites

d’équations respectives

x=2,x=4ety=0.
Donner un encadrement de A.

Exercice 3 :
1. Soit g la fonction définie sur ]0,+oo[ par g(x)= l_r;
X

a) Dresser el tableau de variations de g.

b) En déduire que pour tout couple de réels (a, b) telsqueb>a >2,ona:

(b-a)g(b)sj:g(x)dx <(b-a)g(a)
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c) D’apreés la question précédente, montrer que pour tout entiern, n>2,ona:

ln(n+1) n+t lnn
—=< X)dXS—.
(n+1)2 j” 8 n’

ﬁ In3 lnn

22 3_2 cee _2-

2. Pour tout entiern, n>1, on pose : S, =
n

a) En utilisant la question 1.c), montrer que pour tout entiern>1, ona:

In2 n lnn
Sn —n—zg 2g(X)dXSSn—n—z.

1+Wn2 n+(n-1T)lnn

<5 <2+3ln2_1+lnn
2 n? - )

b) En déduire que : .
4 n

¢) Quel encadrement de S,,, obtient-on par deux nombres décimaux a partir de
la question 2.b) ?

Exercice 4
, 2 x
Soit f et F les fonctions définies sur R par : f (x) =————= et F(x) =I f(t)dt.
fA+4x 0

1. a) Montrer que pour tout x réel positif, ona: F (x) > Log (2x+1).

En déduire lim F (x).

X —> +o©

b) Montrer que F est impaire et calculer lim F (x) .

X—> -0

2. Soit G la fonction définie sur R par G (x) =ln (2x +~/ 1 + 4x2 ).

a) Montrer que pour tout x réel, on a G(x) = F (x).
b) Montrer que F réalise une bijection de R dans R.
3x+5

—————dx.
V1+4x2

3. Calculer joﬁ
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Probléme -

A - Soit f la fonction définie sur ]J0 ; +oo[ par f(x) =x-4+ %lnx.

1. Etudier les variations de f .

2. Montrer que ’équation f(x) = 0 admet une seule solution a et encadrer a par
deux entiers consécutifs.

3. Déterminer le signe de f(x) sur : ]J0 ; +w [.

B - Soit g la fonction définie sur ]J0 ; +w [ par : g(x) = 4 -%lnx.

1. Etudier les variations de g et montrer que g([3,4]) =[3,4].

2. On consideére alors la suite définie sur N par : up=3 et u,.1=g(u) .
a) Montrer que, pour tout n entier naturel : 3<u_ <4.

b) Montrer que a est 'unique solution de I’équation g(x) = x.

C) Montrer que u,-a et up.s-a sont de signes contraires.

3. a) Montrer que, pour tout x € [3; 4], 18’ (X)| s%.

b) En déduire que : pour tout n deN, |u,,, —a| < —|u —a| puis que |u, —a|< (112j )

c) Déterminer le plus petit entier naturel n, tel que (éj <107%; en déduire une

valeur approchée de a a 10 "2 prés.

C - 1.En déduire la primitive h sur ]J0 ; +oo [ de f qui s'annule en 1.
2. Etudier les limites de h aux bornes de son ensemble de définition.

3. Etudier les variations de h en utilisant les résultats de la question A- 3.

15—a—2a°

4. Montrer que h(a) = 1

5. En déduire une valeur approchée de I’extremum de h en utilisant la question B-3

6. Tracer dans le méme repere orthonormé les courbes de f et de h.
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Exercice 1 :

Pour tout entier n,n>2, un:Zln(1—izj:ln (1—%) =ln (1—lj(1+lj .
k=2 K k=2 k k=2 k k
n 1 n (k-1 1 2 n-2 n-1 1
0 T—— =T — | == x=x... -
r E( kj H( K j 2><3>< X X
Et H(1+1]: (ujzéxix...x n ><n+1:n+1
k k 2 3 n—1 2

n
DoncH(1_1j(1+ljzlxn_+1:n_+1:1+i_
k2 k k) n 2 2n 2 2n

ILen résulte : u, = ln(l+i).
2 2n

On en déduit que : limu, = lim ln(%+ 1 j: ln(lj =-In2.

n—>+0 Nn—>+o0 % 2

Exercice 2 :

a) Ona:

pour tout x > 1, l<1<:>1+l<2<:>x—+1<2 .

X X X

2 2
X" +X X" +X
-— <2 et comme pour tout x> 1, In x>0 alors —;
X X

D’ou Inx <2lnx.

x? + X

X

2
pour tout x >1, 2<x+1=2< donc Zlnxg[x +XJlnx
X

2 2
Ainsi, pour tout x >1, [X J;X}lnXSZlnxg(X +XJlnx<:>l—r:sf(x)sln—2X.
X X X X

b) En remarquant que, pour tout x>0, ona: {nx = 1.lnx =ln'(x).lnx, on
X X

't (n4)" ~(n2)’ _ 4(In2)’ -(n2)" _3

= >(ln2).
, 2 2 2( )

obtient : rln_xdx = [l(lnx)z}

2 X 2
Pour calculer J, posons :  u(x)=lnx u'(x) = 1
X

v(x)= 5 v(x)=—
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4 4
Nous obtenons : J:{_ln_x} + +dx ln4+ln_2+[ 1} 1
, X X 2

4
c) Pour tout x de [2,4], f(x) >0 alors A :L f(x)dx.

Or pour tout x de [2,4], l_r; <f(x) < ln_zx donc
X X

j lndx<j fx)dx<j ln—Xc>J<A<| lsAsE(an)z.
4 2
Exercice 3:
Inx 1
1.a) limg(x)= lim —=0 et lmo1lnx_—oo et l1r3)1—2_+oo donc lmo1g(x)
X—>+00 X x—0" x—0" X x—

g est dérivable sur ]0,+o[ et ona pour tout x >0, g'(x) = = 23lnx
X

g'(x) est du signe de 1-2lnx.

Or g'(x)=0<:>lnx=%<:>x=d€ et g’(x)>0<:>lnx<1<:>x< e d’oule

tableau de variations de g :

X 0 Je + o0
g'(x) + 0 -
g(x) / é \

—» 0

b) Comme Zi <2 alors g est strictement décroissante sur [2,+[ .
e
Pour tout x de ]a,b[ tel que a>2,ona: g(b)<g(x)<g(a)

donc [ gb)dx < [ g(x)dx < [ g(a)dx < (b-a)g(b) < [ g(x)dx < (b-a)g(a).
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¢) Pour tout entier naturel n non nul, posons a =n et b =n + 1. En utilisant les
inégalités précédentes, nous obtenons :

In(n+1) _ cns Inn
1 < < <
g(n+1)< [ g(x)dx <g(n) < o) J, 8(x)dx <=
2. a) Pourtoutn=2,0na:
(n3 ln2
3 _I g x)dx<
(n4

(n3
42 < L g(XﬁX < ?

nn _ e dx < ln(—1)
- <] e(xyd 1)

D’ou par sommation de ces (n- 2) inégalités, nous obtenons :

In3  (n4 lnn In2 In3 In(n—1)
5t —- < | g(x)dx X)dx X)X < —+ —+...
32+42+ Ig) +Jg +. +I g(x) 2 32+ +(n—1)2
ln2 (nn
Sy —— <S,—-—
2? g(x)dx n’

b) En utilisant une intégration par parties, nous pouvons écrire :

lnx ndx lhn 2 [17" 1+W2 1+lnn
I g(x)dx = +| =——+——|—| = -
2

2 x? n 2 |x] 2 n’
In2 lnn
S,——<|¢g X <S, —
D’oul : 2’ I (xx N’ donne
lnn _1+Wn2 1+lnn 1+n2 n+(n-1)lnn
S,——2 -5, 2 - >
n 2 n 2 n
S, — ln22_1+ln2_1+lnn<:>snS2+3ln2_1+lnn
Et 2 2 n 4 n
Ainsi, nous obtenons :
1+ln2_n+(n—1)lnnSS S2+3ln2_1+lnn
2 n’ " 4 n
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1+1n2 100 +99.1n100

_2+3In2 _1+In100
2 100” N

c) Pour n =100,
4 100

< S100

soit , en arrondissant au centiéme prés : 0,79<5,,,<0,96 .

Exercice 4

1.a) Pour tout x positif, F(x)—ln(2x +1) = joxf(t)dt - Ij 2t2 Jdt= j:(f(t) - 2t2 Jdt :
2 4L+ "

2 _ 2 2 =4t+2—2\/1+4t2
2t +1 J1+4t2 2t +1 (2t + 1)1+ 4t2

Or f(t) -

2 _ 2
») (2t +1)2 - (1+4t2) _ 8t >0

@+ VT4 2t +1+ 1448 Qe+ T4t (2t+1+ 1+ 402

Donc, pour tout x de [0, +of, j (f(t) —~ %}dt >0 < F(x)>ln@2x +1).
+

X
0

Comme lim In(2x + 1) = +o0 alors lim F(x)= + o

X—>+0 X—>+0

b) On sait que F est la primitive de f sur IR qui s’annule en Odonc f est dérivable sur

R et pour tout x réel, F'(x)="f(x).
Posons pour tout x réel, ¢(x)=F(x)+F(—x).

F et x — F(—x) sont dérivables sur R donc ¢ est dérivable sur R et pour tout x

réel, ona: ¢'(x)=F'(x)—F(—x)=f(x)—f(—x) =0 car f est une fonction paire.

Il en résulte que la fonction ¢ est constante sur R et par suite pour tout x réel,

o(x) = 0(0) = 2F(0) =O0.
Ainsi, pour tout x réel, F(x)+F(—x)=0 d’ou encore F est impaire.

On pose, pour tout x >0, x = -t : on obtient F(-t) >In(-2t+1) ,

d’ou-F(t) = In(-2t+1) donc F(t) <-In (-2t +1).
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Donc si x tend vers +w alors t tend vers - « et on a :

limF(t) < lim-In(-2t+1) etcomme Llim-ln(-2t+1) =-

X—>—00 X—>—00 X—>—00

alors lim F(t) =- o

X—>—00

2. 8x 21+ 4x2 + 4x
2.8)Soit G'(x) = — 2N1+4XE _ edxE 2 g
2X + 1+ 4x2 2X + 1+ 4x2 J1+4x2

donc G’(x) = f(x) donc G est une primitive de f sur IR

Or G(0) = 0 et comme la primitive de f qui s’annule en 0 est ’'unique fonction F

donc pour tout x réel , F(x) =G(x) =ln (2x +J 1 + 4x2 ).

b) On sait que pour tout x réel, F’(x) = f(x) > 0. Donc F est continue et

strictement croissante sur R donc F réalise une bijection de R dans

F(R) = |im F(x), tim F (x)| =]-e0, +oc] =R.

Z 3x+5 Z 4x 5 Z o 2dx 3 vz 5 3z
3. = _= «/1 42 =IF
k Jrrax I Jrrax “2l N NG N LE))

:E——ln(2ﬁ+3)———5ln(1+«/_)

Probléme

A - Soit f la fonction définie sur ]0,+oc[ par f(x) =x -4+ %ln X.

1. La fonction f est dérivable sur ]O,+oo[, comme somme de fonctions dérivables sur

cet intervalle et Uon a f’(x) = 1+ 4i
X
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donc la fonction f est strictement croissante sur ]O, +oo[

limXx -4 =40 ; lim llnx=+oo. Donc lim f(x) = +oo.

X—>+0 X—>+00 X—>+00

Iimx-4=-4et limllnx:—oo . Donc lim f(x) =-.

x—0" x—0" x—0"

La droite d’équation x = 0 (autrement dit [’axe des ordonnées) est donc asymptote
verticale.

On peut résumer dans le tableau de variations suivant :

X 0 a +00
f'(x) + +
—+00
f(x)
_(x)

2. La fonction f étant définie et dérivable sur ]O, +oo[ et a dérivée strictement

positive, réalise donc une bijection de ]0,+[ sur Uintervalle-image R .

0 appartenant a l’intervalle-image a donc un antécédent unique par la onction f,
autrement dit, ’équation f(x) = 0 admet une seule solution a dans ]0,+o[ .

Le principe de localisation permet d’encadrer a par deux entiers consécutifs :

f(4) = %ln4 > (0. Comme lim f(x) = —o0, la solution a est entre 0 et 4.
x—0"

f(2)=2-4+ %an =-2+ %ln 2% -1,8<0. Comme f(4) > 0, la solution a est entre
2 et 4.

f(3)=3-4+ %ln 3=-1+ %ln3 ® -0,7 <0. Comme f(4) > 0, la solution a est entre
Jet4.
Donc, finalementona: 3 <a<4.

3. f étant strictement croissante et puisque f(a) = 0, alors :
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f(x) <Osur:]0; a[ et f(x)>0sur ]a,+oo[.

B - On se propose de déterminer la valeur de a & 10 "? pres.

1. Soit g la fonction définie sur ]O, +oo[ par: g(x) =4 - %ln X.

De méme la fonction g est dérivable sur ]O, +oo[, comme somme de fonctions

(presque) de référence dérivables sur cet intervalle et 'on a g’(x) = - 4l
X

Sur ]0,+o0[ cette dérivée est strictement négative, donc la fonction g est
strictement décroissante.

La fonction g étant définie et dérivable sur ]0,+o[ , a fortiori sur [3 ; 4] et &

dérivée strictement négative, réalise donc une bijection de [3 ; 4] sur Uintervalle-
image [g(4) ; g(3)].

Org(4) = 3,65et g(3) ® 3,72 donc [g(4) ; 2(3)] = g([3 ; 4]) par g est inclus dans
Uintervalle [3 ; 4].

2. On considere alors la suite définie par : ug =3 et U, .1 = g(up).
a) up=3etup.s=9g(up), donc us = g(up) = g(3) ® 3,72.

Soit p(n) la propriété : "3 < u, < 4",

Cette propriété est vraie pour 0, d’aprés ce qui précéde.

Supposons qu’elle soit vraie pour une certaine valeur n, et montrons qu’elle ’est
encore pour n + 1.

La fonction g étant strictement décroissante sur [3 ; 4], comme 3 < u, < 4, alors
ona:g(4) < g(un) < g(3).

Or et cela a été dit ci-dessus, g(4) = 3,65 et g(3) = 3,72.
Onadonc3 < g(uy) < 4.
Donconabien3 < u,.1 < 4.

Au passage, on a démontré que la suite est bien définie, puisque, pour tout n
entier naturel, u, étant entre 3 et 4, on peut calculer son suivant u, . 1 = g(Up).

b) a est ’'unique solution de l’équation f(x) =0<x - 4 + %lnx =0
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ce qui équivaut encorea 4 - %lnx = X< g(X) = X.

a est donc bien ’'unique solution de |’équation g(x) = x.

c) La fonction g étant strictement décroissante, pour tout n entier naturel on a :
- siu, > a, alors g(u,) <g(a), c’est a dire up.s < a.
- si up< a, alors g(u,) > g(a), c’est a dire up.1> a.

Donc u, - a et un.1 - a sont de signes contraires.

3. a) Pour tout xde [3;4], 1¢°(x)] = 4i (On peut oter les barres de valeur
X

absolue puisque cette quantité est manifestement positive dans ’intervalle
considéré).

La fonction inverse et donc la fonction x — 4i étant strictement décroissante sur
X

[3; 4], on a donc que :
si3 < x <4, alors isigi, en particulier |g’(x)| si.
4x 4.3 12

b) Il fallait évidemment penser aux inégalités des accroissements finis :

Sur Uintervalle [3 ; 4], la fonction g est donc définie (évidemment), dérivable et

d’autre part |g’(x)| gé, donc, pour tout aet bde [3; 4] :

lg(b) - g(a)| s% |b - a| en particulier pour b = up, et cela pour tout n entier

1 1
naturel :|g(un) - g(a)| SE lup - al < Iun+1-alsﬁ luy - al.

. 1
Donc, pour tout n €ml, on a bien |u,. ¢ - al SE lup - al.
Donc, en écrivant toutes ces inégalités : pour tout entier n,

lur-al <> Juo-al.
12

1
lUn.1-al<— |up-2-al
12
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1
|Un'a|§E |un-1 'al

En multipliant entre elles toutes ces inégalités et en simplifiant, il vient donc :

luog - al.

Et comme |up - al = 1, puisque a €[3 ; 4], on a bien |u, - a| £12” .

c) Pour avoir une valeur approchée de a a 10 "? prés, il suffit donc que :% <1072.
Ce qui est vrai des que n = 2.

Par conséquent, u, est une valeur approchée de a a 10" 2 pres.

Et up = g(us) =4 - 0,25 [n (4 - 0,25Log 3) = 3,67. Donc a = 3,67 a 10" % prés.

C - On se propose maintenant d’étudier la primitive h de f sur ]O, +oo[ qui s’annule
pour x = 1.

1. Une primitivede f: x =»x -4+ %lnxest donc :

x? 1
h1:x|—>—-4x+z (x lnx — x) + C.

h(1)=0 < ~-4+ 2 (1n1-1)+C=0 & C= 2.
2 "3 2

2 2
Donc h(x) = X ax+ e (xInx—x)+ L_ox. Hx+ E+ lxlnx
2 4 4 2 4
2
2. lim X7 %x+ %= +0 et lim lxlnx:+oo. Donc lim h(x) = 4.
limh(x) = —
x—0*

3. Par définition, h'(x) = f(x). Comme f(x) < O sur ]0; a[ et f(x) > O sur ]a,+oo[,
d'apres la question A 3.,la fonction h est donc strictement décroissante sur ]0 ; a[
et strictement croissante sur ]a,+oo[. Elle présente un minimum en a.

4. Comme f(a) =0 @0-4+%lna<:> [na=16 — 4a.
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a(l6-4a)-a+15 15-a-2a’
4 4

3.2
Donc h(a) = > 4a +

5. D'aprés la question B 3., a ® 3,67 a 10" % prés, il vient h(a) = - 3,9.

e
N

4\ Ty =alx) }'{

A\ il

s \;:x // ¥ =h(x)
e

/

h(a) ~ -3.9
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