L. Ibn Khaldoun Devoir de contréle n°1 Classe : 4M1

Mr ABIDI Farid Mathématiques Durée : 2H

Exercice 1 : ( 7 points)
Dans I’annexe ci-jointe a la page 3/3, on a tracé dans le méme repére les courbes (Cy) et (Ch)

respectivement des fonctions f et h ol h est la fonction définie sur |0, +w[ par h(x)=f (x)—l.
X

Ondonne f(0,5)=1,6 et f(1)=2,7.
1. a) Démontrer que pour tout x réel, f(x) > 0 puis déterminer f(]O, +oo[).

b) Prouver que I’équation f (x)= 1 admet une unique solution a strictement positive et vérifier
X

que05< a <1
1
2. On pose g=?.

a) Démontrer que I’ensemble de définitionde fog est R.

b) Démontrer que f - g est continue sur R .

c) Déterminer fog(0), fog(a), limfog(x) et limfog(x).

X—>+00

3. a) Montrer que, pour tout réelsaetb:sia<b alors fog(a)> f-g(b). En déduire le sens de
variationde fog sur R.

b) Placer le point A(a,ij puis construire avec soin la courbe de f og sur la figure donnée a
(04

I’annexe a la page 3/3.

Exercice 2 : ( 7 points)

Le plan complexe, rapporté a un repére orthonormé direct (O, u, \7) d’unité graphique 2 cm.

On appelle (") Ie cercle de centre O et de rayon 1. On fera une figure que I’on complétera tout au
long de I’exercice.

A tout point M distinct de O d’affixe z, on associe le point M’ d’affixe z’ telle que z' =z +1i —1.
z

1. On considére les points A et B d’affixes respectivesa=1etb = e et leurs images A’ et B’
d’affixes respectives a’ et b’.
a) Calculera’ etb’.
b) Placer les points A, B, A’ et B".
J3

c) Montrer que b'_—bb = i? . En déduire la nature du triangle OBB’.
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2. On note (E) I’ensemble des points M tels que M’ est confondu avec O.
a) Résoudre dans C I’équation z°+iz—-1=0.
b) En déduire I’ensemble (E).
c) Démontrer que les points de (E) appartiennent a (I").

3. Soit 6 un réel quelconque.

a) Démontrer que : si z=e" alors z'=(1+2sin0)i.

b) En déduire que si M appartient au cercle (I") alors M’ appartient au segment [A’C] ou C a
pour affixe —i.

Exercice 3: ( 6 points)

Le plan complexe, rapporté a un repére orthonormé direct (O, u, \7) . On considere les points A et B

du cercle trigonométrique % de centre O.

ol
-

B

[w)

3

1. .. .
1. Montrer que I’affixe de B est z, = —7—? puis écrire z, sous forme exponentielle.

2. La médiatrice du segment [AB] coupe le cercle & aux points C et D (voir figure ci-dessus).
n
a) Montrer que arg(z.) = E[271].

b) Donner I’écriture exponentielle de z.. En deduire celle de z,.

3. a) Determiner sous forme algébrique les racines carrées de z, = ———=1i.

b) En déduire la forme algébrique de z...
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Annexe a compléter et a rendre avec la copie

Figure de I’exercice 1 :

-
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Corrigé

Exercice 1 :

Dans I’annexe ci-jointe a la page 3/3, on a tracé dans le méme repeére les courbes (Cs) et (Ch)

1

respectivement des fonctions f et h ol h est la fonction définie sur ]0,+oc[ par h(x)=f(x)-=.
X

Ondonne f(0,5)=16 et f(1)=2,7.
1.a) (Cr) estau dessus de I’axe des abscisses donc pour tout x réel , f(x) >0 .

f est continue et strictement croissante sur ]0, +oo[ donc

£ (10, 4<e[) = [tim £ (x). Jim f (x)] =]t 4]

x—0" X—>+00

b) Pour tout x >0, f(x)=£<:>h(x)=0 .
X

h est continue et strictement croissante sur ]0, +oo[

h (]O +oo[) = }XILT h (X)XILrPOO h (x)[ = |0, 40| = R..

0eh(]0,+[)

Donc I’équation f (x)= 1 admet une unique solution a strictement positive.
X

h(0,5)=f(0,5)-2=-0,4 et h(1)=f(1)-1=17 donc h(0,5)xh(1)<0.

Ainsi,05< a <1.
2. On pose g:fl.
a) fog(x)=f[g(x)] est défini = xeD, et g(x)eD,

Or , D, =R etpour tout x réel , f(x) >0 donc g(x)zi>0.

f(x)
Donc D, =R et g(x)eR.
Par suite, D, =R.

b) f est continue et non nulle sur R donc g est continue sur R .

Pour tout x réel , f(x) >0 donc g(x)=i>0 par suite g(x) e ]0,+oo] .

f(x)
f est continue sur R donc f est continue sur ]0, +oo[ )

Il en résulte que f -gest continue sur R .
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0 fog(0)=f[g(0)]=f{i}=f(1)=2,7.

fog(a):f[g(a)]:f[m}:f(a):é

lim f(x)=0" donc lim g(x)= lim L o et lim f(x)=+cw donc lim fog(x)=+w

X—>—00 X—>—00 x—-o f (X) X—>+00 X—>—00

lim f (x)=-+o donc lim g(x)= lim i=0* et limf(x)=1 donc lim f-g(x)=1.

X—>+00 X—>+00 X—>—00 (X) x—0" X—>+00

3. a) f est strictement croissante sur R donc g est strictement décroissante sur R d’ou pour tout
réelsaetb:si a<b alors g(a)>g(b)donc fog(a)>fog(h).

Donc f g est strictement décroissante sur R .

b) La courbe (Ch) rencontre 1’axe des abscisses au point B(a ,0) . La droite d’équation X = o

rencontre la courbe (Cs) au point A(a,lj.
o

La courbe de f -g (tracée en rouge) :

lim f >g(x)=1 donc la droite d’équation y = 1 est une asymptote a C,,; au voisinage de +o.

X—>+0

C;., Passe par les points A(a,lj et D(0;2,7).
(04
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Exercice 2 :

A tout point M distinct de O d’affixe z, on associe le point M’ d’affixe z’ telle que z'=z+i— 1
z

i
1. On considére les points A et B d’affixes respectivesa=ietb= € °® et leurs images A’ et B’
d’affixes respectives a’ et b’.

a) a’:a+i—1:i+i—%:2i+i:3i
a i

.TU
i~ -iZ

et b’:b+i—1=e'6+i—in=e6 —e 6+|—2|S|n6+|_2|

b) Voir figure ci-dessous.

= A3 1. _ _
0 b et T 2 ~ J3+i _(\/§+I)(\/§+3I)_4i\/§_i£
b'-b . i _\3_ 3. \3-3i 12 12 3
2 2
Z@ \/§ BA Y= LI : ’
Donc —:l? donc les vecteurs BO et BB’ sont orthogonaux d’ou le triangle OBB

Zeg
est rectangle en B..

2. On note (E) I’ensemble des points M tels que M’ est confondu avec O.

a) Le discriminant de I’équation z°+iz—1=0 est A=-1+4=3 donc les solutions de

’équation z°+iz—-1=0 sont zlz_'_\/§=_£_li et z,= _'J”/_ £_1
2 2 2 2 2 2
b)Me(E)<:>M’:Oc>z':O<:>z+i—1:0etz¢0c>22+iz—1:0etz;tO
z
P31 NCE!

2 2 2

Ainsi, I’ensemble (E) est {Ml[—g—ii], M{i—l J}

i|=1 donc M, eTl" et M, eT".
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3. Soit 6 un réel quelconque.

a) si z=¢" alors z':e‘9+i——19:eie—e’ie+i:2isin6+i:(1+25ine)i.

b) si M appartient au cercle (I') alors z=¢€" donc z'=(1+2sin8)i .

On pose z'=x"+iy', avec X’ et y' sont
réels :

!

X
On obtient : . :
y'=1+2sin6

X'=0 donc M’e(O,\?).
-1<sinf<1<-2<2sin6<2<-1<y'<3

Donc M’ appartient au segment [A’C] ou C a
pour affixe —i.

34

Exercice 3: ( 6 points)

. . , . 1
1.0npose : z;, =X+1y avec x et y sont réels. Comme I’ordonnées du point B est 5 et son

. . A 1.
abscisses x est strictement négative alors Z, =X +EI etx<0.

D’autre part, B <% donc |zB|:1<:>|zB|2:1<:>x2+%:1<:>x =

31

Ainsi, z, > 5
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2. a) (CD) est la médiatrice du segment [AB] donc (CD) est la bissectrice intérieure de 1’angle

(0A, 0B). Donc arg(zc)z(ﬁ,&)[zn]_%(m os)[z ]_%(7(;‘)[275] I;“[ ]

e
b) Comme C est un point du cercle % alors |z.|=0C=1. Il enrésulte: z. =e*?.

C et D sont diamétralement opposés sur le cercle # donc D est le symétrique de C par rapport a
51

Odonc z,=-z.=e 2.

3. a) Pour déterminer sous forme algebrique les racines carrées de z, = —ﬁ—%i , On résout dans
a’+b” =|z|
R? le systtme : 1a* —b* =Ré(z;) d’ou
ab et Im(z;) ont le méme signe
2 pet o273 [ 2—f
a“+b° =1 2 \/‘ [
3 2443 2+ J’ Tt
a’-b’=—"—={2b° = = {b? = .
2 2 4 / 2443 /2+J§
ab<0 ab<0 ab<0 b= > R

V2B 2+B 2B 2443

Donc les racines carrées de z, sont z, = )
2 2 2 2

5n .51 .51 N
—i— . , —i=—= —i— —
b) z; =e ©® donc les racines carréesde z, sont z'=e 2 et z"'=—e 2 =12,

V2-\B  \2+43
_ |

2

Comme Ré(z.)<O0 et Im(z;)>0 alors z.=z,=—
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