Mr ABIDI Farid 4 M

Ecriture complexe d'une similitude

Le plan complexe est muni d’un repére orthonormé direct (O, u, V) :

Exercice 1
On considére, dans le plan complexe, les points A et B d’affixes respectives 3i et 6.
Partie A

1. Montrer qu’il existe une unique similitude directe f et une unique similitude indirecte
g qui transforme Aen O et O en B.

2. Déterminer 1’écriture complexe de f.

3. Préciser les éléments caractéristiques de f.

Partie B

1. a) Montrer que I’écriture complexe de g est z' =—2iz+86.
b) Déterminer I’affixe du centre Q' de g.

2. a) Déterminer I’affixe du point A’ image du A par I’homothétie de centre Q' et de
rapport 2.
b) Préciser les éléments caractéristiques de g.

Exercice 2
On se propose de caractériser la similitude indirecte f d’écriture complexe z' =iN2z + 2i\2-2.
Partie A

Soit g la similitude directe d’écriture complexe : z' = i\/z Z+ 2i\/§ -2.

1. Préciser le rapport, I’angle et I’affixe du centre QO de g.
2. Déterminer une symétrie orthogonale s tel que f =geos.

Partie B

1. Determiner centre de f.
2. Soit (A) la droite d’équation y = x + 2.

Montrer que pour tout point M de (A), le point M’= f(M) appartienta (A).
3. Onposeh=foS,ou S, désigne la symétrie orthogonale d’axe (A).

a) Montrer que I’écriture complexe de S, est z' = iz—2+2i.

b) En déduire que I’écriture complexe de h est z' = J2z+242-2.

c) Donner la nature de h et préciser ses éléments caractéristiques.
4. Déduire de ce qui précede le rapport et 1’axe de f.
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Exercice 1

Partie A

1. Ona: A=0O, OB=|z,|=[6|=6 et AO=|z,|=[3i|=3 donc OB =2 AO.

Ainsi, il existe une unique similitude directe f et une unique similitude indirecte g qui
transforme A en O et O en B.
2. L’écriture complexe de f est du type z'=az+b avec a et b deux nombres complexes.

f(O)=B<ax0+b=2z,<b=6

et f(A):O<:>a><zA+b:0<:>3ia+6:0<:>a:;—(_5<:>a:2i.
i

Par suite , I’écriture complexe de fest z'=2iz+6.

3. On sait que le rapport de f est|2i| =2 et qu’une mesure de I’angle de f est un argument

de 21 d’ou g est une mesure de 1’angle de f.

6(1+2i
Le centre de f est le point QQ d’affixe b = 6 - = ( ) - :§+Ei.
1-a 1-2i (1-2i)(1+2i) 5 5

Partie B

1. a) L’écriture complexe de g est du type z'=az+b, ol aet b sont deux nombres
complexes .
g(0)=Bwax0+b=z, <b=6
et g(A):O<:>ax£+b:0<:>—3ia+6:0<:>a:§<:>a:—2i.
Par suite, I’écriture complexe de g est z' =—-2i Z+6.
b) Posons z = X + iy, ou X et y sont reels.
2'=2&-2i2+6=2c -2i(X—iy)+6=X+iy < (X+2y—6)+i(2x+y)=0
X+2y-6=0 -3x-6=0 X=-2
©{2x+y:0 Q{y:—Zx Q{y:4
Donc le centre de g est le point Q" d’affixe —2+4i.

2. a) A’ est ’image de A par ’homothétie de centre Q' et de rapport 2 équivaut a

QA =20A 2, ~2,=2(2,~2,) 25 =22, ~ 2 <25 =6i—(-2+4i) 2, =2+2i

b) g est une similitude indirecte de centre Q' d’affixe —2+4i et de rapport |—2i| =2.

L’axe (A) de g est ’ensemble des points M d’image M’ par g tels que Q'M'=2Q'M

Posonsz=x+1iy et Z’=x"+iy'ou X, y, x" et y’ sontréels:
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7' —(-2+4i)=2[z-(-2+4i) | & -2iz+6—(-2+4i)=22+4-8i
& —2iz+8-4i=22+4-81 < 27+2iz-4-4i=0c27+iz2-2-2i=0
& (x+iy)+i(x-iy)-2-2i=0 < X+y-2+i(x+y-2)=0=x+y-2=0

Ainsi une équation de (A) est x+y—-2=0.

Exercice 2

Partie A
Soit g la similitude directe d’écriture complexe : z'=iy2z+ 2i2-2.
1. Le rapport de g est ‘I\/E‘ =42.
L’angle de g est un argument de i~2 et comme arg(i\ﬁ) = g[Zn] alors g est
T
d’angle —.
)

242z —2(1-iV2)
1-iv2  1-i2

2. Remarquons que z':iﬁ2+2i«/§—2:i\/§(2)+2i\/§—2

Le centre de g est le point Q d’affixe z, = =-2.

Donc,ona: M(z); Ml(2)|i> M'(z')
Et par suite s est la symétrie orthogonale d’axe (O, G) telle que f =gos.

Partie B

1. Posonsz =X + iy, ou x et y sont réels.
'=z&0 22+2i\5—2:z<:>i\Ex+\Ey+2i«E—2:x+iy

C)X—y\/E-FZ—l-i(—X\/E—Fy—Z\/E):O
@{X—y\5+2:0 {x_y\/f_z

=N

—xJ2+y-24J2=0 —ﬁ(yﬁ—z)ﬂl—zxﬁ:()
- x:y\E—ZQ{X=—2

y=0 y=0

Donc Q(-2) est le centre de f.

2. M(z) appartient a la droite A1y=x+2 < z=x+i(x+2), xest réel.

Donc I’affixe de M'=f (I\/I) est
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2 =i22+2i2 -2 =12 (x—i(x+2))+ 202 -2 = (xJ2 + 22 -2} +i(x\2 + 242
Enposant z'=x'+iy’ avec x’' et y’ réels, on obtient :

X' =X 2+2«/§—2

{y’:x 2+242

3. Onposeh=foS,ou S, désigne la symétrie orthogonale d’axe (A).

=y -xX'=2cy=x'+2 donc M'e(A).

a) On sait que I’écriture de S, est du type z' = az+b avec a et b sont deux nombres
complexes tels que [a| =
Les points A(-2) et B (2i) sont deux points distincts de la droite (A) et donc sont
invariants par S, . Il en résulte que :

{a(_2)+b=2 {—2a+b_— {2 2i)a=2+2i
R

a(2_i)+b=2i 2ia+b=2i b=-2+2a
(—| a 1+| 1+|
o
b=-2+2a b——2+2a
2a=2i
o
b=—2+2a b=-2+2i

Ainsi, Iécriture complexe de S, est 2/ =iz—2+2i.
S f
b) Ona: M(z)>M'(z)—>M"(2")
Avec 2'=iz-2+2i et 2'=iN27'+2i\2-2=i\2(iz-2+2i)+2iV2 -2

=iV2(-iz-2-2i)+2iV2-2 =\2z+2J2-2

Par suite, I’écriture complexe de hest z' = Jiz + 2\/5— 2.
c) h est I"homothétie de rapport ~/2 et de centre Q(-2).

4. foS,=h < f=hoS, .l enrésulte que f est donc la composée d’une homothétie de
rapport ~/2 et de centre Q(-2) et d’une symétrie orthogonale d’axe A1y =X+2
passant par Q(-2).

On en déduit que A:y=Xx+2 est’axe de f.

4 M
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