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Exercice n°1:(3pts)

Répondre par Vrai a Faux et avec justification a chacune des trois propositions suivantes.

1) Soit f(x) = cos(zj alors, pour toutx >0, f'(x) :—%Cos(zj :
X X

X
2) Si (v,) estune suite décroissante et convergente vers 0, alors les suites (v, ) et (v, ) sont

adjacentes.

i i|Z-0
3) Soit & unréel de I'intervalle }—%,%{ , 'écriture exponentielle de _ est cosde (2 j .

l+itan @

Exercice n°2: (5 points)

Dans le plan orienté, soit un rectangle ABCD tel que AB=2AD et (EE) E%[z;;]. Onnotelet]les

milieux respectifs des segments [AB] et [CD] et K le symétrique de I par rapport a (DC).
1) Montrer que le quadrilatere ICKD est un carré.
2) On pose f = S(lc)otrg oS(”).

a) Caractériser l'application S (BC)OS )"

b) En déduire que f est une rotation dont on précisera l'angle et le centre.
3)Onposeg=t.. OS(IC)'

Montrer que g est la symétrie glissante d’axe (A]) et de vecteur IC.
4) Pour tout point M du plan, on pose M’ = R( ”] (M) et M"=g(M).
2

Montrer que M’ et M" sont symétriques par rapport a la droite (IK) .

Exercice n°3: (6 points)

Le plan complexe est rapporté a un repere orthonormé direct (O,ﬁ,\?) .

Soit1'équation (E) : z3 - 3 z% - 2ia®z + 6ia® = 0 ol a est nombre complexe non nul.
1) a- Vérifier 3 est une racine de (E).
b- Résoudre dans C 1'équation (E).
2) Ondésigne par [, A, M' et M" les points d'affixes 1, 3, (1+i)a et -(1+i)a.
On pose a = x + iy avec X et y sont deux réel non nuls a la fois.
a- Montrer que: ( A, M' et M" sont alignés ) si, et seulementsi, (a = a(l —i) ,ou aeR*).
b- Montrer que : ( AM' et AM” sont orthogonaux) si, et seulementsi, ( |a|:% ).
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Dans toute la suite de 'exercice, on prend a = 73(1+ i).

3) Montrer que le triangle AM'M" est équilatéral, de sens direct et de centre 1.
4) Soit R la rotation de centre I qui transforme A en M' et R'la rotation de
centre A qui transforme M'en M".

a- Donner les écritures complexes de R et R'.

b- En déduire I'écriture complexe de f= RoR’. Caractériser f.

Exercice n°4: (6 points)

4M1

Soit f une fonction définie et deux fois dérivables sur R . On donne la courbe représentative (C) de la

fonction dérivée f' de f. (C) passe par les points A(0,1) et B(1, %) . L'axe des abscisses est une

asymptote a (C) .

On suppose que f(1)>1 et que la courbe représentative (I' ) de f admet une asymptote horizontale au

voisinage de + 0.

1) Par lecture graphique, répondre aux questions suivantes:
a) Déterminer le sens de variation de f.
b) (T") admet-elle un point d'inflexion? Justifier votre réponse.

c) Déterminer f'([1,+o[ ) et en déduire que | £'(x) | g% pour toutx >1.
2) Montrer que I'¢quation f(x) = x admet une solution unique « dans [1,+oo[.

3) Montrer que pour tout x>1, |f(x)_a|g%|x_a| .

-05]

3) Soit (u, ) la suite réelle définie sur N par u,=1 et u,,, =f(u, ), pour tout entier naturel n.

a) Montrer que pour tout entier naturel n,ona: u >1.

b) Montrer que pour tout entier naturel n, on a: u,., —¢| g%

u, —a|-
¢) En deéduire que pour tout entier naturel n,ona: |u, —¢f g(%j (a—1)-

et calculer la limite de la suite (u, ).
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Corrigé

Exercice n°1:

1) Faux.

En effet: Si f(x) = cos[zj alors, pour toutx>0,
X

09=Feos )5 )|l

2) Vrai.
En effet: Si (v,) estune suite décroissante et converge vers 0 alors, (—v, ) est croissante et
converge vers 0.D’oll pour tout entiern, (v,)>(-v,) et lim(v,)—(-v,)=lim2v, =0.
n—+ow n—>-+oo
Ainsi, les suites (v, ) et (—v, ) sont adjacentes.
3) Vrai.
En effet:
Soit @ un réel de I'intervalle }—E,E[, ona
iz iz
[ [ e? e’ 50
cos6>0 — = . :cos¢9+:cosv:cos¢9e(2 ) :
l+itang o ,sIn@ cosd+ising
cosd
Exercice n°2:
K
D J C
A o B

1) ABCD estunrectangle, I milieu de [AB] et ] milieu de [CD] donc AIJD et IBC] sont deux carrés

isométriques et adjacents d’'ou IC=1D et
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(E,E) z(ﬁ,ﬁ)+(ﬁ,lﬁ)[zﬁ]

= % + %[27:] donc le triangle ICD est isocéle et rectangle en 1.

E%[Zﬂ']

Comme | est le symétrique de I par rapport a (CD) alors le quadrilatere ICKD est un carré.

2) Soitf= S 10°tas ° Sy -
a)Ona: t ((I])) =(BC) donc S 50)°S (1= tas =t~
b =S5 °S 1)=S110*S(ee) *S) °S (1=S10) ° Siuey = (oofeic]) R(B,,%) :
3) Onposeg=t_ OS(IC)'
g=t.oS 10~ tieais © S(IC) =t oty OS(IC) =t oS(A]) ° S(IC) ° S(IC) =t oS(A]) . Ainsi, g est la symétrie

glissante d’axe (A]) et de vecteur IC.
4) Pour tout point M du plan, on pose M'=t (M) et M"=g(M).

M'=f(M)<M=f"(M') donc M"=g(M)=g[f*(M)]=(gof")(M)

- 1
gof ' =t oS, O(tﬁ) =S °tic °tix =S(ap) ticasx =S(an s =S °Sian *Sie) =Sy
Car t%EI ((10)) =t;m((IC)) =(AJ) donc S oS, =ty

Ainsi, M’ et M" sont symétriques par rapport a la droite (IC) .

Exercice n°3:

Soit 'équation (E) : z3 - 3 z* - 2ia®z + 6ia® = 0 ol a est nombre complexe non nul.
1) a-33-3.3%2-2ia%3 + 6i.a® = 27 - 27- 6ia® + 6ia®* = 0 donc 3 est une racine de (E).
b- Pour toutzde C ,z3 -3 z* - 2ia®z + 6ia® = (z - 3)(z* + bz + ¢)
= z3 + (b- 3)z® +(c - 3b)z - 3¢
b-3=-3
N . L .2 b=0
D’ou par identification : {c—-3b=-2ia" < ,
. c=—2ia
—3c=6ia

Par suite, (E) <:>(z—3)(z2 —21a2)=0<:>z:3 ou z* =2ia’

Or 2ia’ =(1+i)2 a’ =[(1+i)a]2, alors les solutions de I'équation (E) sont : 3, (1+i)a et -(1+i)a.
3) Ondésigne par [, A, M' et M" les points d'affixes 1, 3, (1+i)a et -(1+i)a.

On pose a = x + iy avec X et y sont deux réel non nuls a la fois.

. : : : i XY =3 o Xty -3
Ona:(1+ija=(1+i)(x+iy)=x-y+i(x+y) donc AM et AM
X+y —X—y

a- A, M'et M" sont alignés < AM et AM’ sont colinéaires .
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Mr ABIDI Farid
@dét(m, m):0<:>(X—y—3).(—x—y)—(x+y).(—x+y—3):0

<:>(x+y)(—x+y+3+x—y+3):0<:>6(X+y):0<:>y:—x<:>azx(1 1)

Ainsi: A, M' et M" sont alignés si, et seulement si, (a= ( ) ou xeR*).

b- ( AM' et AM” sont orthogonaux) <:>A—M’.A—M":0<:>(x—y—3)(—x+y—3)+(x+y)(—x y)=0

@—((X—y)—S)((x—y)+3)—(X+y)2 =0<::>—(X—y)2+9—(x+y)2 =0

al=>
\/5.

3
N

2—2y2+9=0<:>x2+y2=;<:>x2+y2

23

< —-2X

=i3.

3)sia= %(1“) alors (1+i)a= (1+i)

AM'=‘i\/§—3‘:«/ﬁ:2\/§ et AM"= ‘ i3 - 3‘ 2=23

(3-1) ( 3 1) (—i 3—1)=0 donc IA+IM +IM"=0 donc I estle centre de gravité

E+Zlﬁ +Z

du triangle AM'M”".

(AM’,W) =arg

=2arg

—i3-3
i3-3

\/?_)+i
2

B +i (\EH)Z

'][zﬂ] _arg

NER

[27]

Jfe)-are 252 ) -an

?[or]

2%[2n]

Jf=

Donc le triangle AM'M” équilatéral et de sens direct.

4) Soit R la rotation de centre I qui transforme A en M' et R'la rotation de

centre A qui transforme M'en M".
. 2 Lo
a- Restlarotation de centre [(1) et d’angle Y donc I’écriture complexe de la rotation R est

122 . —1+i3  3-iB
7Z = Z+

:el?(z—1)+1<:>z':el3z+1—e 3 oz'= 2 >

2 27

27

z—1=e? (Z—l)<:>Z
2
R’ est la rotation de centre A(3) et d’angle ?7[ donc I'écriture complexe de la rotation R’ est

iz s 1+1f 3—31\E

T

z-_3:ei§(z—3)c> —e3 3(z-3)+3z'=e’z+3-3e <z 5
b- L’écriture complexe de f= RoR" est: z'= 1+21‘/52+3_?;\/§
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7' = _1+2i\/?_’z’+3_2i\/§ avec z'= 1+2iJ§z+3_?;i\/§

,,:—1+i\/3_’{1+i\/3_’z+3—31\/§J+3—i\/§:_Z+{3—i\/§}(1+i«/§]:_Z+3+i\/§

2 2 2 2 2 2

D'ou =z

2

B

Ainsi, f est la symétrie centrale de centre ](%+ 17]

<~

24
Ml

1.5 1

0.5

0 N
05 i
-0.5 1
-1 .
-’] 5 .
"
Exercice n°4:

1) a) Pour tout x réel , £°(x) > 0 donc f est strictement croissante sur R .
b) La fonction f> admet un maximum en 0 donc la dérivée seconde f” de f s’annule en 0 en changeant
de signe d’ou la courbe (I") de f admet un point d'inflexion d’abscisse 0.

/ . , 1
©) £'([1,e]) = [1im '(x).£ (1)}:}0,5} .
On en déduit que pour tout x>1, 0<f’(x)£%donc | £'(0) | g% .
2) Soit pour tout x>1, g(x) = f(x) —x.
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g est continue et dérivable sur [1,+oo[. Pour tout x>1, g’(x)=1(x) —1<0 donc g est strictement
décroissante sur [1,+oo].
g([1+e]) = [1im g(x),g(1) | = |1im £(x)-x,f(1)-1]
Ona:
v' d’une part: f(1)>1alorsf(1)-1>0 .
v’ et d’autre part : la courbe (I') de f admet une asymptote horizontale au voisinage de +oo donc
la limite de fen +oo est finie d’ou lim f(x)—x =—0.
lenrésulte : g([1,40[)= ]-o0,f(1)-1] et 0eg([1,+o[).
Ainsi, I’équation g(x) = 0 admet une unique solution o dans [1,+oo[ .

3) f est dérivable sur [1,+oo[ et pour tout x de [1,+oo[, | £'(X) | g% :

Donc pour tout x>1, |f(x)—f(a)|£%|x—a|<:>|f(x)—a|£%|x—a|.

3) Soit (u,) la suite réelle définie sur N pér u,=1etu,, =f(u,), pour tout entier naturel n.
a)Ona:u,=1doncu,>1.
On suppose que : u_ >1, pour un certain rang n, et on démontre que u_,, >1.
Comme est strictement croissante sur R alors : u, >1=f(u,)>f(1)=u,,, >1.
Donc pour tout entier naturel n, u, >1.

un+1

b) Pour tout entier naturel n, u_>1 donc |f(un)—a|g% _a|g%

u, —a| e u, —a-
1 0
c)Ona: |u,—a|=[1-a|=a-1 donc |u0—a|S(Ej (1-a) -

On suppose que : |u, —a| SG) (a—1), pour un certain rang n , et mon montre que :
1 n+1
un+1—a|s(5j (a—l) -
un—a|s(%j (a—l):%

1 1 n+1
—a|<Ju, —al, done |u, , —a< ) (a-1).

Or

u

n+1
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On conclue : pour tout entier naturel n,ona: lu _a|g(lj (a-1).
" 2

n—+wo| 2 n—>+w

Comme —1<%<1 alors lim (lj (1-a)=0.lenrésulte: limu, =0.
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