Lycée IBN KHALDOUN- Radés Devoir de contrdle n°1 Durée : 2 heures

Mr ABIDI Earid 4°M¢ M 29 octobre 2009

Exercice 1: ( 3 points)

Pour chaque question, répondre par Vrai ou Faux. Indiquer sur la copie le numéro de la question et
la réponse choisie. Aucune justification n’est demandée.

Une réponse exacte rapport 0,5 point ; une réponse inexacte enleve 0,5 points ; I’absence de réponse
est comptée 0 point. Si le total est négatif, la note est rameneée a 0.

1. Si lim f(x) = —oo etsipour tout x <1, 0na g(x)=2x++1—x alors lim gof(x) =+ .

X—>+30

2. Soit f une fonction paire définie sur R telle que lim f(x)=¢, (e, alors lim f(—x)=—.

X—>+00 X—>+0

3. Si pour tout x réel strictement négatif, ona: |f (x)—3|s-1 alors lim f(x)=3.
X

X—>—00

4. Soit f la fonction définie et continue sur R* dont le tableau des variations est :
X -3 0 2 4

(<) 1/ \3/

L’image de I’intervalle [-2, 3] par fest [-3, 5].

5. Sifestune fonction définie sur R et dont la courbe représentative admet , dans un repere du
plan, pour asymptote au voisinage de —o la droite d’équationy =-x + 1alors lim f(x)=+o.

X—>—0

6. Soit la fonction f définie sur [0, 1] par f(x) = x —2+/X +1. Pour tout x de [0, 1], le réel fof (x)=x.

Exercice 2: ( 7 points)
3

x2 -1

On note, pour tout entier naturel n >3, (E,) I’équation =n.

1. Etudier les variations de la fonction f définie sur [2,+o0[ par f(x) =

— .

X -1

2. Montrer que pour tout entier n, n >3, I’équation (En) posséde une unique solution , notée X, ,
sur l'intervalle [2,+oo[ .

3. Quelle est la monotonie de la suite (x,) ?

4. Montrer que, pour tout entiern >3, n—-1<Xx_<n.
5. En déduire la limite de la suite (xn)pms de la suite de terme général —.
n

6. Donner une valeur approchée de x, par défaut a prés 10™.
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Exercice 3: (5 points)

On considere, dans I’ensemble C* des nombres complexes non nuls, 1’équation (E) :

e :(—Z—Zi\/§)2 .

1. Ecrire sous forme exponentielle le nombre complexe u = —2—2i/3.

2. Onpose z=re' ou restun réel strictement positif et o un réel de P'intervalle [0, 27] .
Ar
. —
a) Montrer que ’équation (E) est équivalente a ’équation r’e"* =4e 2 |
b) En déduire que I’équation (E) admet, dans C*, quatre solutions que I’on donnera sous forme
exponentielle.

3. Le plan complexe rapporté a un repere orthonorme direct (O, ﬂ,\?). Onnote A,B,Cet D

les images des solutions de (E) d’arguments respectifs a, , o, o et oy Vérifient
o< A< O <O .
a) Placer les points A, B, C et D. Quelle est la nature du quadrilatere ABCD ?
b) Soit E le milieu du segment [AD]. Ecrire I’affixe z. de E sous forme exponentielle et sous

forme algébrique.

c) En déduire les valeurs exactes de cos % et sin~ .
12 12
Exercice 4: (5 points)

Le plan est rapporté au repére orthonormé direct (O, u, \7) (d’unité graphique 2cm).

On considére les points E et F d’affixes respectives z_. =1+1i et z_ = ]%I :

1. Ecrire z_ et z. sous forme exponentielle.
2. Montrer que pour tout & de [0, z[, le point M d’affixe z =e*? appartient au cercle (') de centre
O et de rayon 1.

3. Montrer que pour tout M de (I'), EMxFM =

et? +1—(§+li)ez”’ .
2 2

4. a) Montrer que pour tout & de [0, z[, e’ +1=2c0s20e™ .

2
b) En déduire que EMxFM = \/%+(2c0526’ —gj :

1.1 3) 25
5. a) Montrer que pour tout réel & de [0, 7], ZSZ+(2c0320—Ej S?.

b) Déterminer I’affixe z, du point M, correspondant a la valeur maximale de EM xFM.

Placer le point M,
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Solution

Exercice 1: ( 3 points)

1. Faux
Eneffet: Si lim f(x) =—o etsipourtoutx <1, ona g(x)=2x++1—x alors

X—>+00

im0 < im=2() o (13| im 2 oL o

Donc lim gof(x)=— .

2. Faux
En effet : Si f est une fonction paire définie sur R telle que lim f(x)=(, (eR, alors

lim f (—x) = lim f(x)="¢.

X—>+00

3. Vrai
Si pour tout x réel strictement négatif, ona : |f (x)—3|£—% ,ona XIL@—%:O alors
XIiﬁrﬁnocf(x)=3.

4. Vrai

Eneffet: ([-2, 3]) =[-3, 5].

5. Vrai
Comme la droite d’équation y = -x + 1 est une asymptote a la courbe représentative de f au
voisinage de —o alors lim f(x)= lim—x+1=+wo.

X—>—0 X—>—00
6. Vrai

Soit la fonction f définie sur [0, 1] par f(x) = x—2JX +1= (1—«/;)2 .

Pour tout x de [0, 1], le réel fof (x)=f (1‘(x))=(1—\/f(_x))2 =(1—(1—\/§))2 =(\/;)2 =X .

Exercice 2: ( 7 points)

On note, pour tout entier naturel n >3, (E,) I’équation

3 3

] . X )
1. lim > =|Im—2:|ImX:+oo.

X400 X —1 x40 X X—>+0

f est continue et dérivable sur [2,+oo[ et pour tout x de [2,+oc[, 0na:
X% (X2 —-1)-2xx>  x*_3x2 X (X* -3
f’(x): ( 5 )2 =X2 X2: (2 2)>0'
(x —1) (x —1) (x —1)
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X 5 +00
400
f(x)
8
3
2. Soit n>3.

f est continue et strictement croissante sur [2,+oo[ |, f([2,+oo[) = E’m[ etne gﬁroo{

Donc I’équation (E, ) admet sur P’intervalle une unique solution X, .
X3
x? -1
3. Onapourtout n>3, f(x,)=n et f(x,,,)=n+1.Donc f(x,,)>f(x,). Et comme fest

Etudier les variations de la fonction f définie sur [2,+oo[ par f(x) =

n+l

strictement croissante sur [2,+oo[ alors nécessairement X, > X, . Ainsi la suite (x,) est

croissante.
4, Pour tout entiern >3,0n a:
)3 13 1)\ (1) 2 B _ A\
F(n-1)-n~ (n 12) —n=(n 1) n(zl 1) +n_—(n 1)2+n: n +32n 1_-n(n 23) !,
(n-1)"-1 (n-1)"-1 (n-1)°-1  (n-1)’-1  (n-1)"-1
3 n®+n
et f(n):nz_l—n: nz_1>O

f(n-1)<n et f(n)>n donc f(n-1)<f(x,)<f(n) d'ou n-1<x,<n.

5. Pourtout n>3, x,>n-1 et limn-1=+00 donc limx, =+o.

nN—+o0 N—+o

1 _x . 1 . X
D’autre part, pour tout N>3, 1-—<-—"2<1 et liml-=—=1 donc lim—"=1.
n n N—-+oo n n—->+o N

6. Onsait que 2<Xx,<3.
f(2,5)~2,9762 et f(3)=3375 donc 2,5<x,<3
f(2,75)z3,169 et f(2,5)~2,9762 donc 2,5<x,<2,75
f(2,6)~3,0514 et f(2,5)~2,9762 donc 2,5<x,<2,6

Une valeur approchée de x, par défaut a prés 10 est 2,5.

Exercice 3: (5 points)

On considéere , dans ’ensemble C* des nombres complexes non nuls, ’équation (E) :

2 =(—2—2i\/§)2 .
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A
1. u=—2-2i/3=4 —l—iﬁ —4e 3,
2 2
2. Onpose z=re'” ou restun réel strictement positif et o un réel de I'intervalle [0, 27] .

Ar
a) (E) o<r%* :(—2—2i\/§) e’ e r2eh’ =4e 3 |

r r’=4 r=2
b) (E) <12 =4e 3 o o K
49:%’%21«: keZ e:%+7” KeZ

Les solutions de (E) , dans C*, sont :

Z, = Ze% , 2, = Ze{E zj 8

§+3£ Az

—2'6 zE:Zei(;f g :Zei%ﬂ et z, :Zei[3 :) =2 6 .

+
3 2

3. Le plan complexe rapporté a un repére orthonormé direct (O, u, \7).

T 5r Ar Alx
Onnote A, B, Cet D d’affixes respectives z, =2e 3% , z,=2e ® ,z.=2e 3 et z,=2e 5.

a)

Ar T A1z 57
zo=2e° =-2e°=-7, et z,=2e °* =2 ° =—Zy donc O est le milieu des
segments [AC] et [BD] donc ABCD est un parallélogramme inscrit dans le cercle de
centre O et de rayon 2 d’ou ABCD est un rectangle.

Comme AC = |Zc —Za|=2|Za|=4 et BD = |20 —Za|=2|zs| =4alors ABCD est un carré.

Z, +7Z,

b) Soit E le milieu du segment [AD]. I’affixe de E est z. =

Le module de z. est |zE|:OE:O—A— 2 J2.

2 2
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Un argument de z, est arg(zE)z(G,ﬁ)[Zﬁ]
arg(zE)z(ﬁ,ﬁ)Jr(ﬁ,ﬁ)[Zﬂ]<:>arg(zE)z%+%(ﬁ,®)[27z]
T T
T _ 7o
< arg(z,) 3 4[ 7]
aarg(zE)E%[Zﬂ]

ST
i
D’ou z —J2e2

1+i3+ (3 -i -

D’autre part : zE:ZA+ZD= ( )Z\/§+1+i\/§ 1 .
2 2 2 >

c) Onen déduit : coslzxngrl:\/gJ”/E et sinEZM .
12 22 4 12 4

Exercice 4: (5 points)

Le plan est rapporté au repére orthonormé direct (O, u, \7) (d’unité graphique 2cm).

On considére les points E et F d’affixes respectives z. =1+1i et z_ = ]%I :

1.z, =+2e"% et z, :ge_i“ :

2. Pour tout 6 de [0, 7], OM =] =‘e2“9‘=1donc M appartient au cercle (I') de centre O et de

rayon 1.
3. Soit M un pointde (I'),ona:
' A foizo _ (=D 2 e (10
EMxFM = i20 1 . i20 _(_ — i20 1 ] i20
x e —(L+1)| e > ‘ [ —(1+1) ] [e = }‘

e’ + W —(1+ i+ 1—?)@”

e’ +1—(§+1ije2‘9
2 2

4. a) Pour tout 6 de [0, 7], e +1:(e‘29)2 +e'%0 e = (&% +e)e™ =2c0s 20"’ .

b) Il en résulte que, pour tout & de [0, 7],
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EMxFM =|e*"? +1—(§+1ije2‘9 = 2c0320ei29—(§+1ije2‘9 :‘e‘”‘ 2c0320—(§+£ij
2 2 2 2 2 2
2
= 2c0520—§—1i = 1+(2c032¢9—§j )
2 2 4 2

5. a) Pour tout réel @ de [0, 7],
—lSCOSZHSl@—ZSZCOSZHSZQ—ESZCOSZH—gS%

2
SZ d'ou 0< 200526?—E sﬁ
2 2 4

donc 0<

2c052¢9—§
2

25

2
ou encore is£+(2c052¢9—§j <—
4 4 2 2

2
b) EMxFM est maximum<:>%+(2c0520—gj :%Qcoszez—l.

Comme 6 €[0, 7] alors 20 €[0,27] et par 3-

suite, 29:z®0:£.

Donc I’affixe z, du point M, correspondant

a la valeur maximale de EMxFM

est z,=e"=-1. 3
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