Mr  ABIDI FARID 3

Etude de fonction

Exercice 1

On considére la fonction f définie par

f(x) =ax*+bx+c dont laparabole P est représentée
si contre.

P passe par les points A(0;1)etB(2;3)

Les tangentes a P aux points A et B se coupent au
point C(1;-4)

"'JIC

1. Déterminer une équation des deux tangentes a P
En déduire f’(0) et f(2)

2. Exprimer f°(x) en fonctiondea betc
3. Al’aide des valeurs de °(0) , ’(2) et f(0) trouver
trois équations vérifiees par a, b et ¢ puis

déterminer I’expression algébrique de la fonction f.

Exercice 2

On considére la fonction polynéme f définie par f (x) =%x3 +§x2 — 2x+%

Onnote C estsa courbe représentative dans un repére ortbnormé du plan.

1

1. Déterminer la fonction dérivée de la fonction f

Dresser le tableau de variation de la fonction f

Montrer que le point A(—l'g ) est centre de symétrie de la courbeC

2'4
Montrer que le polyndme se factorise par (x —1)°

En déduire les abscisses des points d’intersection de C avec I’axe des abscisses

I O

Donner une équation de la tangente a C au point d’abscisse 0

Exercice 3

Soit C la courbe représentative de la fonction racine carrée.

On note A est le point de coordonnées (2;0)

Pour x positif on note M (x;&) le point deC d’abscisse x

1. Exprimer, en fonction de x, la distance AM? on pourra la noter d(x)

2. Quel est le point de C qui est le plus prés de A ?

(On pourra éudier les variations de lafonctiond )
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Etude de fonction

Exercice 4

£(x) = x* +3x+3

On considere de la fonction f définie sur R—{-2} par : N

Et on appelle C la courbe représentative dans un repere (O,T, f)

1. Déterminer lesréels a, betctelsque f(x)= ax+b+$
2. Calculer la dérivée de f et étudier les variations de f et dresser son tableau de variation

3. Montrer que le point I(-2 ;-1) est le centre de symétrie de C

Exercice 5

On considére de la fonction f définie sur R par: f(x)=x*-3x*+4
On appelle C sa courbe représentative dans un repere orthonormé du plan.

1. Etudier les variations de la fonction f
2. a)Deéterminer I’équation de la tangente D a la courbe représentative de la fonction f

au point d’abscisse 1

b) Vérifier que (x—1)° = x> —3x* +3x-1
En déduire la position relative de C et D

Exercice 6

La courbe H représentée ci-dessous est une

T
4 —=
_rﬂf_'_ﬂ_.

partie de la représentation graphique de la

Lo o
§ 4
T T

fonction f définie sur R” par: f(x) :ax+b+§

S I
v

ou les coefficients sont a déterminer

1 1T 7~ 3 3
1. Déterminer graphiquement f (1), f'(2), f(2)et f'(2)

2. Déterminer f'(x) en fonctiondea,betc

a+b+c=4

3. Montrer que les réels a, b et ¢ vérifient le systeme : { a-c=-3
4a—-c=0

4. Déterminer I’expression de f(x)
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Etude de fonction

Exercice 7

3 ay?
On consideére la fonction f définie sur |—oo;—2[ U]-2;2[ U ]2;+oo[ par f(x) =LX2+12

On désigne par C sa courbe représentative dans un repére orthonormé (O, 1, ])
1. Déterminer les limites de fen —2 et 2

Quelle conséquence graphique en tire-t-on pour C ?

2. a. Déterminer les limites de f en +o et en —oo

b. Determiner les reels a, b, ¢ et d tels que, pour tout x différent de —2 et 2,
cx+d

f(X)=ax+b+ >

c. En déduire que la droite D d'équationy = 3 — x est asymptote oblique a C

d. Etudier la position relative de D et C

3. a. Calculer f* (x) et prouver que f' (x) a le méme signe que 12 — x?

b. En déduire les variations de f et dresser le tableau des variations de f

4. a. Déterminer les coordonnées I, le point d'intersection de D et de I'axe des ordonnées.
b. Démontrer que | est le centre de symétrie de C.

c. Déterminer I'équation de la tangente A, a C au point |
d. Etudier la position relative de A et de C

5. Construire C , ses asymptotes ainsi que les tangentes horizontales.

6. Déterminer graphiquement le nombre de solutions de I'équation f(x) = k ou k est un réel

fixé. (On discutera suivant les valeurs de k.)

7. Déterminer graphiquement le nombre de solutions de I'équation f(x) = ax+3 ou a est

unréel fixé.  (On discutera suivant les valeurs de a.)
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Etude de fonction

Exercice 8

x? —=5x+10
3-X
On désigne par C sa courbe représentative dans un repére orthogonal (O,i j)

On considére la fonction f définie sur ]—o0;3[ U ]3;+o0[ par f(x)=

1. Déterminer les limites de f en 3. Quelle conséquence graphique en tire-t-on pour C ?

2. a. Déterminer les limites de f en +o et en —oo

b. Déterminer les réels a, b et ¢ tels que, pour tout x différent de 3, f (x)=ax+b +3L

En déduire que la droite D d'équationy = 2 — x est asymptote oblique a C

3. On appelle I le point d'intersection des deux asymptotes de C. Démontrer que | est le

centre de symétrie de C.
4. a. Calculer la dérivée f* de f
b. Etudier les variations de f et dresser le tableau des variations de f
5. a. Montrer que la droite A, d’équation y =3x—2 est tangente a C au point d’abscisse 2

b. Etudier la position relative de A et C

c . Prouver qu’il existe une droite A’ qui soit paralléle a A ( mais différente de A) et qui soit

tangente a C. Déterminer son équation
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Etude de fonction : corri

Exercice 1
1. Sur le graphique nous pouvons lire que f(0)=1 et que le coefficient directeur de la tangente a
la courbe au point A est —5, par conséquent f’(0) = -5
L’équation de la tangente au point d’abscisse 0 est donnée par la formule y = f '(0)(X —0) + f(0);

nous obtenons ainsi : Yy =-5X+1

De méme, 1’équation de la tangente au point d’abscisse 2 est y =7x—11
Et (2)=7

2. Pour toutxréel, f'(x)=2ax+b

f'(0)=-5 2ax0+b=-5 b=-5 b=-5
3. On a le systéme suivant :< f'2)=7 < 2ax2+b=7 < <4a+b=7 < Ja=3
f(0)=1 ax0>+bx0+c=1 c=1 c=1

donc f(x)=3x>—-5x+1

Exercice 2

1. f est une fonction polyndme elle est définie et dérivable sur R et pour tout X e R :

f'(x):%x3x2+%x2x—2 =X’ +X-2

2. Pour obtenir les variations de la fonction f, il suffit d’étudier le signe de f’

C’est un polynéme du second degré, cherchons ses éventuelles racines en calculant son

discriminant : A=b’-4ac=1" - 4x1x(-2)=9=37
Ses racines sont donc : X;= _12_3 =—2 et X = —12‘*‘3 -1

Et comme le coefficient du terme de plus haut degré est positif on a le tableau suivant :

X —o0 -2 1 400
() 0

T 0 - m
() _Oo/' B~ . i
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Etude de fonction : corri

3. Le domaine de définition est R il est donc symétrique par rapport a 1

(Ao 3o o)

2 3

B R SN O E RS I
3 37,07 6
- XL g B
302 3
’ 9
: fl-1+h | + fo= X _1x 10, 18,12 o 7_2
Donc : ( ) (x) ;2 F2X T G AN 2= o
On peut donc affirmer que le point A(—%,% ) est centre de symétrie de la courbeC

4. Pour montrer que le polynome se factorise par (x—1)°, cherchons deux réel a et b tels que :

f(X) = (ax+b)(x—1)*

(@x+b)(x—1)* = (ax+b)(x* —=2x+1) =ax’ +bx?> —2ax> —2bx+ax+b

=ax’ +(b—2a)x> +(-2b+a)x+b

Par identification avec ’expression initiale on obtient le systéme suivant :

_1

a:% a=3

7 ,1_1

b—2a=+ 2375 . .
2 & 7 ] les deux équations centrales sont vérifi¢ donc
—-2b+a=-2 2-+-=-2
6 3
b = % b — Z
6

f(x):(%x+%)(x—l)2 :%(x+%)(x—l)2

5. Les abscisses des points d’intersection de C avec ’axe des abscisses sont les réels X qui

vérifient: f(x)=0
_ 1 7 2 _ __1 _
f(X)—O = g(X‘FE)(X—l) =0 & X= 3 ou x=1

6. L’équation de la tangente au point d’abscisse 0 est donnée par la formule y = f ‘(O)(X — O) + f(0)

or f(0)= % et f'0)= —

7
L’équation s’écrit donc y= —2(X —0) +% = y=-2X+—
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Etude de fonction

Exercice 3

2
1.d x()=AM? =(x, =X, J +(Yy - yA)2 :(x—2)2 +(\/§—O) =x>-3x+4
2. La fonction d est une fonction polyndme, elle est définie et dérivable sur [0 ; +oo[

et pour tout réel X ona : d'(X) =2x—-3. On a donc le tableau de variation :

x |0 32 oo
d’(x) 0 +

Le point de C qui est le plus prés de A est le point B qui a pour abscisse 3 et comme il est sur

2
la courbe d’équation y = Jx,ila pour corrdonnées : B (%, %j
Exercice 4
1. Pour tout x réel différent de-2:
3
F(X) = ax+b+ ¢ _(ax+b)(x+2)+c _ & +(2a+b)x+(2b+c)
X+2 X+ 2 X+2
X2 +3x+3 e - .
Or f(x)=—2 Il suffit d’identifier les coefficients de chaque monéme :
X+
a=1 a=1 a=1 a=1 1
2a+bh=3 < { 2+bh=3 < b=1 < {b=1 . Parconséquent f(x)=x+1+——
2b+c=3 2b+c=3 2+c=3 c=1 X+2
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Etude de fonction : corri

2. Pour calculer la dérivée de f, on peut prendre la forme initiale, mais il est plus simple de

prendre la forme développée obtenue a la question 1 :

L’expression 1 est de la forme 1 or (l) __u donc
X+ 2 u(x) u u?
Pour tout réel x, x# 2, f'(x) :1—#2
(x+2)
Pour étudier le signe de f’(x), il faut factoriser :
Fi(x) =11 _ (x+2)°-1° _ (X+1)(Xj3)
(x+2) (x+2)? (x+2)

Pour étudier les variation de f, étudions le signe de f'(x)

Le denominateur étant un carré, il est toujours positif, donc f*(x) a le méme signe que le

numérateur qui est un trinéme du second degré qui s’annule et change de signe en —3 et —1.

On a donc le tableau suivant :

X —00 -3 2 -1 +00
f(x) + 0 - - 0 +

£(x) _OO/'—3\_AOO S~

3. Le domaine de définition est R — {-2} est donc symétrique par rapport a - 2

De plus, pour tout reel x non nul, nous avons :

f(-4-X): -4'X+1+1— =-3-X + 1
-4-Xx+2 X +2
Par conséquentona, f(-4-x)+ f(x) = x -3+ RV I S
X +2 X+2

On peut donc affirmer que le point A(-2;-1) est centre de symétrie de la courbeC
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Etude de fonction : corri

Exercice 5
1. f est une fonction polynéme, elle est donc dérivable sur R et pour tout xe R,
f'(x) =3x* —6x =3x(x—2)

La dérivee est un trindme du second degré qui s’annule et change de signeen O eten 2 :

X —00 0 2 +00
f(x) + 0 - 0

+
£(x) _oo/v 4 \O/v+oo

2.a) L’équation de la tangente au point d’abscisse 1 est de la forme :
y=FfOx-1)+fQ

or f(1)=1°-3x1>+4=2et f'(1)=3x1>—6x1=-3
donc y=-3(x-1)+2 ouencore y=-3x+5

L’ équation de la tangente au point d’abscisse 1 estdonc y=-3x+5

2.b) Onadonc (x-1)° =x*—3x*+3x-1

Pour étudier la position relative de C et D , étudions le signe de la différence :

f(X)—(-3x+5)= (X’ —3x" +4)—(-3x+5) =x"—3x"+3x~1 =(x-1)’

Or (x-1)° a le méme signe que x—1, on a donc :

X —o0 1 +00
f(x)—(-3x+5) - 0 +
D esten D esten
dessusde C D coupe C dessous de C

Position relative

Année scolaire 2008-2009 © www.mathsecondaire.net page 9/15



Mr  ABIDI FARID 3

Etude de fonction : corri

Exercice 6
1. La courbe passe par le point A(1 ; 4) donc f(1)=4
La tangente a la courbe au point A a pour coefficient directeur -3 donc f'(1) =-3
La courbe passe par le point B(2 ; 3) donc f(2)=3
La tangente a la courbe au point B a pour coefficient directeur 0 donc f '(2)=0

2. f(x)=ax+Db +% or nous savons que la dérivée de la fonction x — % est la fonction

x+>—-L donc pour tout réel non nul, f'(x) = a—XC—2
X

f()=4
3.0na< f'(1)=-3 donc les réels a, b et ¢ vérifient :

f'(2)=0
a+b+c=4 a+b+c=4
a—c=-3 c’estadire a-c=-3
_C_ da—-c=0
a 4 0

4. On peut soustraire les deux derniéres lignes pour éliminer le « ¢ »

a+b+c=4 l+b+c=4 l+b+4=4 b=-1
a-c=-3 & l-c=-3 & c=4 &< <{c=4
L3-L2

3a=3 a=1 a=1 a=1

Par conséquent, pour tout réel non nul, f(x)= x—1+§

Exercice 7
1.
) Enjf (x*—3x*+12) =-8 et ) injf (4-x%)=0" donc ) 1"_12 L f(x) = —o0
im 3 3 12y=—get '"M_@sd=0 donc im ) = +o0
X — -2 X — 2 X —> 2

On obtient de méme : lim _f(x) = +0 et lim +f(X) = —o0
X2 X —>2

On en déduit que les droites d'équations x= —2 et x= 2 sont deux asymptotes verticales de la courbe C.
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Etude de fonction : corri

. . . H - 3 H
2.a) lim f(x)= lim = = lim -x=-c et lim f(x) = lim x* _ lim _, _,
X —> 40 X = 40 =X X — +oo0 X — —o0 X——0 _y2 X —>—o0

b) pour tout x différent de 2 et de -2, on a:

2 Cav3  hy2 3 a2
ax+b+CX+(3:(aX+b)(42 X )+cx+<:21 _—ax bx +(4a+2c)x+(4b+d) or 1:(X)Zx 3x 2+12
4—-X 4-x 4—X 4-x 4-X
Par identification on trouve:
—-a=1 a=-1 a=-1 a=-1
-b=-3 b=3 b=3 b=3
2atc=0 < ) datc=0 & )-4+c=0 < Jc=4
2b+d =12 4b+d =12 12+d =12 d=0
Donc pour tout x différent de 2 et de -2, ona: f(x)=3—-x+ 44X 5
o Ladifférence f(x)—(3—x) vaut 4X2 or lim iz: lim izzo
4—-x X >+ 4—X° X—>+0 _x

Nous pouvons en déduire que la droite d’équation y = 3 —x est asymptote oblique aC au voisinage de +o

On peut prouver de la méme fagon qu'il en est de méme au voisinage de —o

o Ladifférence f(x)—(3—x) vaut 44X2 . le dénominateur 4—x?= (2—x)(2+x) est un trindme du
X

second degré qui s'annule en 2 et —2 et dont le coefficient du x* est négatif

X —00 -2 0 2 +00
4ax - — 0 + +
4-x? - 0 + + 0 —
f()-(3-x) + - 0 + _
Position relative C estau- C estau- C estau- C estau-
de DetC dessus de D dessous de D /\  dessus de D dessous de D
C coupe D

3.a. f est unefonction rationelle donc f est dérivable sur Df . Pour tout x de Df,

F1(x) = (3x°— 6x)(2—x°) — (X’ =3x* +12)(-4x) _ —x*+12x* _x*(12-x%)
(2-x)? 2-22 (2-x2)?

b. f'(x)adonc lesigne dutrindme 12 —x* quisannuleen 12 =23 eten —/12 =-24/3
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Etude de fonction : corri

On a donc le tableau de variation suivant :

X |- O NE] —2 0 2 23 +00
f'(x) - 0 + + 0 + + 0 —
+oo +00 +00 f(243)
f(-243) —0 —0 —0
Avec f(-24/3)=3/3+3~8,2 et f(2+/3)=-3V3+3~-2,2
4. | est le point d'intersection de D et de I'axe des ordonnées, ses coordonnées (x ; y ) vérifient donc :
X = 0 A .
y=f(0)=3 | a donc pour coordonnées (0 ; 3)
e Le domaine de définition R —{—2 ;2 } est symétrique par rapport a 0
e Pour tout x, réel différentde 2 etde -2 : f(0—x) = f(-x) = 3—(—x)+LX)2: 3+X —4—X2
4—(—x) 4—x
f(x) +f(=x) _1(, 4x - SR T TP
5 =5 3 x+4_x2+3+x —4—x2 _2><6—3
On peut donc en déduire que 1(0 ; 3) est le centre de symétrie de la courbe C
c. L'équation de la tangente au point d'abscisse a s'écrit y = f '(a)(x—a) + f (a)
2019 02 3 a2
Calculons f'(0) = wzoz): Oet f(0) :LOZHZ:?’
(2-07) 4-0
L'équation de la tangente au point d'abscisse 0 est donc y =0(x—0)+3 c'estadirey =3
d. La position relative de A et de C est donnée par le signe de la différence f(x)-3
3
cette différence vaut: f(x) -3 =3—x+ 4x 5 —3=...= X 5
4-X 4-xX
Le numérateur a le méme signe que x et le signe du dénominateur a déja été étudie:
X —00 -2 0 2 +00
X’ - _ ( + +
4-x2 - 0 + + 0 -
f(x)-3 + — 0 + -
Position relative C estau- C est au- C estau- C estau-
de Aet C dessus de A dessous de A dessus de A dessous de A
C coupe A

5. Graphique en annexe
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Etude de fonction : corri

6. On peut remarquer graphiquement que :

e Lorsque ke]—oo; f(2/3) [U] f(=2+/3) ; +oo [, I’équation f(x)=k a trois solutions car la
droite d’équation y = k coupe trois fois la courbe

e Lorsque k= f (2/3) ou k= f (—2+/3) , I’équation f(x) =k a deux solutions,

e Lorsque ke] f(2+/3); f(=2+/3) [, I’équation f(x) =k n’a qu'une solution

7. Pour tout réel a, la droite d'équation y = ax+3 passe par | car 3 = ax0+3 a.

L'éguation f(x) = ax+3 a donc toujours au moins une solution : x = 0.

On peut remarquer graphiquement que :

e Lorsque ae] —o; —1[, I’équation f(x) = ax+3 n’a qu'une solution,

e Lorsque a=0, I’équation f(x) = ax+3 a deux solutions,

e Lorsque ac] 0; +oo [, I’équation f(x) = ax+3 a trois solutions

I

—
Ly

it

T

oF

= E

annexe
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Etude de fonction : corri

Exercice 8
Partie A ’
1. lim 2 - lim =0 donc Im f(x) = —o0
s (x*—5x+10) =4 et ‘gt (3—x)=0 < 3"
im 2 _gxi10)=4et ™ (3_x)=0* donc im0 = +oo

X —3 X—3 X —3
Nous pouvons en déduire que la droite d'équation x=3 est asymptote a la courbe C

2 . . 2 .
2. lim f)= lim *= lim —x= - et lim fx)= lim XZ= lim —x =-w
X —> +00 X—=> 400 =X X — 400 X = —00 X—> -0 —X X-——o©
_ _ay? _ 2
b axsbs G —@+D)E-x) ¢ _-ax+@a-b)x+3b+c f(x):L)Hlo
2—X 3-X 3-X 3-X 3-x
—-a=1 a=-1 a=-1 a=-1
Par identification on trouve: 3a-bh=-5 <o -3-b=-5 < b=2 < b=2
3Bb+c=10 3b+c=10 6+c =10 =4

Donc pour tout x différent de 3, ona f(x)=-x+ 2+3i

4
e Ona f(X)—(—x+2) = —
(0—(-x+2) = ——
: . . 4 . 4
or lim (3-x)=—wet lim (3-X)=+wdonc Ilim —= lim — =0
X — 400 X — —0 X —>+40 3—X X —> -0 3—X

Nous pouvons en déduire que la droite d’équation y = 2x — 3 est asymptote oblique a C
. f(x)-(-x+2) = 3i , elle a le méme signe que 3 — x donc
—X

Sur ] —oo ; 3[, cette différence est positive donc la courbe C est au- dessus de la droite D .
Sur]3; +wo; [, cette différence est négative donc la courbe C est au-dessous de la droite D.

3. I est I’intersection des deux asymptotes, ses coordonnées (x ; y ) vérifient donc : );:‘rix w9

I a donc pour coordonnées ( 3; -1 )
e Le domaine de définition R —{3} est symétrique par rapport a 3

e Pourtoutxde R—{3}: f(6-x)=x -4 + 3i+
-3+X

f(6-x)+ f(X) = x -4 + i—x+2+i:—2
-3+X 3—-X

On peut donc en déduire que | est le centre de symétrie de la courbe C

4.a. f est une somme de fonctions dérivables dont un des termes est de la forme %
~ 4u'(x) __1_4><(—1)_—(3—x)2+4 _ —x*+6x-5
(u(x))2 (3—x)? (3—x)? (3—x)?

donc pour tout x de Df, f'(x) = -1
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b. f'(x)a lesignede —x*+6x—5 quisannuleen: % =5 et =1
On a donc le tableau de signes et de variations suivant :
—0 1 3 5 +00

X
£ (x) _ 0 + n 0 -

f(x) — T

5.a. L'équation de la tangente au point d'abscisse a s'écrit y = f '(a)(x—a) + f (a)
Calculons f'(2) = LXES =3et f(2)= 27 -5x2+10 =4

(3-2) 3-2
L'équation de la tangente au point d'abscisse 2 est donc y =3(x—2)+4 c'estadire y=3x—-2
La droite A, d’équation y =3x—2 est donc la tangente a C au point d’abscisse 2

b. La position relative de A et C  est donnée par le signe de la différence d(x)=f(x)—(3x—2)

Cette différence vaut : d(x) = 2—- x+i—(3x— 2)=4—-4x+ 4__(4-4E-x)+4
3—-X 3—X 3—X
_ 4x*-16x+16 (2x-4)> 2(x-2)’
d() = 3-X - 3—x) - (3—x)
Le numérateur étant un carré, il est toujours positif, la différence a donc le signe de 3 — x qui s’annule en 3
X —0 2 3 +00

2(x—2)? + D + +

3—X + + 0 -

f(xX)—(3x—-2) + + -

Position relative | C est au-dessus de C estau-dessus C estau-dessous de
de DetC D \ de D D

D esttangenta C

C. Le coefficient directeur de la tangente en Xg est f’ (Xo)

Pour trouver les droites paralleles a A et qui sont tangentes a C, il suffit de résoudre I’équation f’(x) = 3
—Xx*+6x-5
(3-%)°

& X +6Xx-5=27-18x+3x* < —4x*+24x-32=0 < x*-8x+4=0
On obtient donc un équation du second degré, on calcule le discriminant puis les racines ( a détailler)
X=20u x=4
On détermine, comme a la question a, I’équation de la tangente au point d’abscisse4

Pour tout x différent de 3, on a les équivalences suivantes =3 & —-xX*+6x-5=3(3-x)

Calculons f'(4) =3 ( puisque 4 est une solution) et f(4)=-6
L'équation de la tangente au point d'abscisse 2 est donc y =3(x—4)—6 c'est a dire y =3x-18
La droite A’ a donc pour équation y =3x-18
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