Mr ABIDI Farid aM

Révision : arithmétiques - In , exp & suite

Exercice 1

Les parties A et B sont indépendantes
Pariie A

On considare I'équation (B) : 7x—6y =1 od x ct y sont des entiers naturels.

1. Donner unc solution particuliére de Péquation (E).

2. Déterminer I’ensemble des couples d’entiers naturcls solutions de I*équation (E).

Partic B

Dans cette partie, on sc propose de déterminer les couples (n,m) d’entiers naturels nen nuls

vérifiant la relation : 7" —3x2™ =1 (F).

1, Onsuppose m<4
Montrer qu’il ¥ 2 exactement deux couples solutions.

2, Omn suppose imaintenant que w3z 3.
a) Montrer que si 1e couple (. m) vérifie [a relation (F) alors 7" =1({modulo32).
b) En éudiant les restes de Ta division par 32 des puissances de 7, montrer gue si lc
couple {n,m) vérific la relation (F) alors  est divisible par 4.

¢} En déduire que si le couple (#,m) vérifie la relation (F) alors 7” =1 (modulo 5).

d} Pour m 3z 5, existe-t-il des couples {n,m} denticrs naturels non nols vérifiant la

relation (F) ?

3. Conclure, c'est-i-dire déterminer I"ensemble des couples d’entiers naturels non nuls
venfiant 1a refation (F}
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Exercice 2

L’annexe, page 6, scra complétée et remise avec la copie 4 la fin de Uéprenve.

Partie A

1. Op considére la fonction g définie sur [I,+eef par g{x)=In{2x}+1-x.

4) Cette question demande le développement d'une certaine démarche comportant
plusieurs élapes. La clorté du plan d'étude, la riguewr des raisonnements ainst que la
qualité de la rédaction seront prises en compte dans la notation.

Démontrer que I'équation g{x) = 0 admet sur [1,+ [ une unique solution notée o.

b) Démentrer que I (2a)+1=2.

2. Soit la suite (u, }définic par 1, = 1 &t pour tout entier naturel 7, u,,, =In (2w, ) +1.
On désigne par (T} Ia courbe d*équation y = In{Zx)-+1 dans un repére orthonormal
(07, 7). Cetic courbe est donnée cn annexe page 6.

a) En atilisant la courbe (I}, construire sur ["axe des abscisses les quatre premiers termes
dc la suite.
b} Démontrer que pour tout entier turcl #, 1 € &, € w,., 3.

c) Démontrer gie 12 suite (i) comverge vers .

Partie B
On considére 1a fonction £ définie sur [0,+se par f(x)=(x—I)e'*.
On désigne par (C) la courbe représentative de 1a fonction f dans un repére orthonormeé (0:7. 7).
Cette courbe est donnée en anncxe page 6.

1. Pour tout nombre réel x supérieur ou égal a 1, on pose :
Fx)= J. Frydt= J. (f—1ye"™ dt
1 ]

a) Démonlrer que la fonction F est croissante sur (1,+o9[

b) Montrer a I'aide d*une intégration par parties que pour tout réel x appartenant 4
[1,400], Flx)=—xc"" +1.

1 . .
c) Démontrer que sur [1,+=<[, I’équation F(x) =3 est équivalente & Pégqualion
In(Zx}+1=x.

2. Soit un réel asupéricur ou égal & 1. On considére la partic D, du plan limitée par la courbe
(C), "axe des abscisses el les droites d’équations x =1 ¢t x=a.

Déterminer a tel que aire, en unités d’aire, de D, soit égale Y et hachurer 2, surle

graphique.
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ANNEXE

Cette page sera complétée et remise avec la copie & lu fin de Udprenve.

Exercice 2
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Corrigé

Exercice 1

Partie A
1. Le couple (xo,yo) = (1,1) est une solution particuliére de I’équation (E).

2. Soit (x,y) un couple d’entiers relatifs.
7x—6y =1=7x—6y =7x0 —6Yo = 7(x —x0) = 6(y —Yo)-

Mais alors, puisque 'entier 7 divise I’entier 7(x — xo), l'entier 7 divise I'entier 6(y — yo). Puisque d’autre part, les entiers
6 et 7 sont premiers entre eux, le théoréme de GAUSS permet d’affirmer que U'entier 7 divise l'entier y — yo. De méme,
Pentier 6 divise x — xo. Par suite, il existe des entiers relatifs k et k’ tels que x — xg = 6k et y —yo = 7k’ ou encore
x=1+6kety=1+7k".

Réciproquement, soient k et k’ deux entiers relatifs puis x =1+ 6k et y =1+ 7k’.
x—6y=1714+6k)—6(1+7k')=142(k—Kk')=0& k=X

Finalement, les couples d’entiers relatifs solutions de (E) sont les couples de la forme (1 + 6k, 14 7k) ot k € Z. Enfin, les
entiers relatifs 1+ 6k et 1+ 7k sont positifs si et seulement si k est positif et donc

les couples d’entiers naturels solutions de (E) sont les couples de la forme (1 4 6k, 1T+ 7k) ou k € N.

Partie B

1. e Sim =1, I’équation (F) s’écrit 7" = 7 et admet pour unique solution n = 1.
e Sim =2, 'équation (F) s’écrit 7™ = 13 et n’admet pas de solution.

e Si m = 3, 'équation (F) s’écrit 7™ = 25 et n’admet pas de solution.

e Si m =4, I'équation (F) s’écrit 7™ =49 et admet pour unique solution n = 2.

En résumé, il y a exactement deux couples (n, m) solutions de (F) tels que m < 4 a savoir (1,1) et (2,4).

2. a)Sim>=52m=2m5x25=32x2m" et donc 2™ = 0 [32]. Mais alors, si le couple (n, m) est solution de (F),
alors 7" =143 x 2™ =1 [32].

b)7°=1=1[32]. 7' =7=7[32], 72 =49 =17 [32].
Ensuite, 73 =7 x 17 [32] puis 73 = 119 [32] puis 73 = 23 [32].
Enfin, 74 = 7 x 23 [32] puis 7% = 161 [32] puis 74 =1 [32].

Posons alors n =4q + 1 ou r € {0,1,2,3} (division euclidienne de n par 4).

Ona 7™ =74+ = (74)9 x 7" et donc 7™ = (1%)9 x 7" [32] ou encore 7™ = 7" [32]. Les calculs initiaux montrent alors que
7™ =1 [32] si et seulement si 1 = 0 ce qui équivaut a n est divisible par 4. Donc, si (n, m) est une solution de (F) telle
que m > 5, n est nécessairement un multiple de 4.

c¢) Posons donc n = 4q ou ¢ est un entier naturel non nul. 7" = 744 = (24)9 [5] puis 7" = 169 [5] puis 7™ = 19 [5] et
finalement 7™ = 1 [5].

d) Si (n, m) est un couple d’entiers naturels non nuls solution de (F), alors 3 x 2™ =7™ —1 puis 3 x 2™ = 0 [5]. Par suite,
le nombre premier 5 doit diviser ’entier naturel 3 x 2™ ce qui n’est pas car 5 n’est pas un facteur premier de 3 x 2™. Il
n’y a donc pas de couple solution tel que m > 5.

3. En résumé, I’équation (F) admet exactement deux solutions. Ce sont les couples (1,1) et (2,4).

Mai 2011 page 4 - 7



Mr ABIDI Farid aM

Révision : arithmétiques - In , exp & suite

Exercice 2 Partie A

1. a) e La fonction g est dérivable sur [1,+oo[ en tant que somme de fonctions dérivables sur [1,4oc0[ et pour x > 1,

70 P L N et
2x X X

On a g’(1) =0 et pour x > 1, g’(x) < 0. Donc la fonction g est strictement décroissante sur [1,+ool.

In(2 1 In(2 1 In(2 1
e Pour tout réel x > 1, g(x) = —x (11— n( X)—— = —x 1—2M—— . Or, lim n(2x) = lim X =0
X X 2x X x—+oo 2% X— 400 X

. ) 1 ) In(2x 1
d’aprés un théoréme de croissances comparées. D’autre part, lim — =0 et donc lim (1 -2 (2x) — —) = 1. Comme
Xx— 400 X X— 400 2x X

lim (—x) = —oo, on en déduit que lim ¢(x) = —oo.
X— 400 X— 400

e Ainsi, la fonction g est continue et strictement décroissante sur [1, +o0ol. Par suite, pour tout réel k de | 1irf g(x),g(M)] =
X— 100

] — 00,In 2], équation g(x) = k admet une solution et une seule dans [1,+oo[. Comme 0 appartient a | — co,In2] (car
In2 > 0), on a montré en particulier que I’équation g(x) = 0 admet une unique solution dans [1,4ool.

‘ L’équation g(x) = 0 admet une unique solution dans [1, +ool.

b) L’égalité g(a) = 0 s’écrit In(2a) + 1 — & = 0 ou encore In(2x) + 1 = «.

2. a) Construction des quatre premiers termes de la suite (Un)nen

Uo uq 195)

- —— e ———

-——————————
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b) Montrons par récurrence que pour tout entier naturel n, u, est défini et 1 < u, < 3.

e C’est vrai pour n =0 car up = 1.
e Soit n > 0. Supposons que u, est défini et T < u,, < 3. Alors tout d’abord 2u,, > 0 et donc u, 1 existe. Ensuite, par
croissance de la fonction In sur 0, +oo[, In(2x1)4+1 < In(2uy )+1 <In(2x3)+Touencore 1 <unp1 < 14+n6=2,7... < 3.

On a montré par récurrence que

‘ pour tout entier naturel n, T < u,, < 3. ‘

A partir d’ici, on doit constater que 1’énoncé n’est pas résoluble tel qu’il est posé : le signe de u, 1 — U, ne peut étre
précisé que si 'on connait la position de u,, par rapport a «. La question qui devait étre posée était donc : « Montrer que
pour tout entier naturel n, 1 < uy, < unq1 < a». Cest cette question que I'on résout dorénavant.

Montrons par récurrence que pour tout entier naturel n, u,, est défini et 1 < u,, < .

e Cest vrai pour 1 =0 car up = 1 et puisque « > 1 d’apreés la question 1.a).

e Soit n > 0. Supposons que u, est défini et 1 < u,, < . Alors tout d’abord 2u,, > 0 et donc u,, 1 existe. Ensuite, par
croissance de la fonction In sur J0,+oo[, In(2 x 1) + 1 < In(2u,) + 1 < In(2 X ) + 1 ou encore 1 < w1 < o d’apres la
question 1.b).

On a montré par récurrence que

‘ pour tout entier naturel n, 1 < u, < a. ‘

Soit alorsm € N. up1 —un =In(2un) + 1T —uwn = glun). Or 1 < u,, < « et donc, puisque la fonction g est décroissante
sur [1,«f, g(un) > g() ou encore g(un) > 0 et enfin un1 > Uy, On a montré que

‘ pour tout entier naturel n, T < uy < upp1 < . ‘

c¢) Ainsi, la suite (Un )nen est croissante et majorée par «. On en déduit que la suite (Un )nen converge vers un certain réel
{ élément de [1, «]. Maintenant, en faisant tendre n vers +oco dans I'égalité un 1 = In(2u,, ) + 1, on obtient £ = In(2¢) + 1
ou encore ¢g(£) = 0. Mais alors { = « par unicité de oc. On a montré que

‘ la suite (Un )nen converge vers «. ‘

Partie B

1. a) 1 ére solution. Soient x et y deux réels de [1,+o0o[ tels que x < y.

X Yy
(t—1)e't dt:J (t—1)e't dt.

X

Y
Fly) — Flx) :J

—MNe' tdt—
1(’c e dt J

1

Pour tout réel t de [x,y], on a (t—1)e' "t >0 (car t > x > 1) et donc, par positivité de l'intégrale, F(y) — F(x) > 0. Ainsi,
pour tous réels x et y de [1,+oo[, x <y = F(x) < F(y) et donc

‘ la fonction F est croissante sur [1, +ool. ‘

2 éme solution. La fonction f est continue sur [1, +oo[. On sait alors que la fonction F est définie et dérivable sur [T, +ool
et plus précisément que la fonction F est la primitive de la fonction f qui s’annule en 1. Par suite, pour tout réel x > 1,
F/(x) = f(x) = (x — 1)e' ™ > 0. Puisque la fonction F’ est positive sur [1,+oo[, la fonction F est croissante sur [1,4+ocol.

b) Soit x > 1. Pour t dans [1,x], posons u(t) =t —1 et v(t) = —e'~*. Les fonctions u et v sont dérivables sur [1,x] et
pour t dans [1,x] on a

ult) =t—1 v(t) =—e!t
u(t)=1 vi(t)=elt

De plus, les fonctions u’ et v/ sont continues sur [1,x]. On peut donc effectuer une intégration par parties et on obtient
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F(x) = Jx(t— Ne'tdt=[(t— 1)(—e1’t)]7 —JT] x(—e'" Y dt=—(x—T)e'" ™ —0—[e']

= —(x—1)e' = (e *—e%) = —xe! ¥ +1.

‘ Pour tout réel x de [1,+oo[, F(x) = —xe! % + 1.

¢) Soit x un réel de [1, +ool.

F(x) =

N —

< 2
Shn2x)+1—x=0& In(2x) + 1 =x.

a
2. La fonction f est continue et positive sur [1, al. Donc aire de (D) = J f(t) dt = F(a).

1
Maintenant, d’apreés la question précédente, F(a) = 3 Sn2a)+1=a&gla)=0& a= .

1
—xe! ¥ 4H1=-2e' *=1&h (2xe'™) =In1 & In(2x) +n(e!™) =0
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