Mr ABIDI Farid

Problemes de révision

aM

Probleme 1:

L’objet du probléme est d’étudier sur Uintervalle ]0,+o[ la fonction f définie par

f(x):x\/eT—L

1

. Soit g la fonction définie sur [0,+o[ par g(x) = 1-t—e

-2t

a) Etudier les variations de g.
b) Démontrer qu’il existe un unique réel a strictement positif tel que g(a) = 0 et
vérifier 0,79<a<0,80.

c) Etudier le signe de g(t) suivant les valeurs de t.

2z
. @) Montrer que pour tout x > 0, In(f(x))= l(1+xlnx)+%ln(1—e Xj.
X

b) En déduire lim f(x).

. a) Montrer que pour tout de [0, 1], 0<e' —-1<et.

b) En déduire a ’aide d’une intégration que, pour tout u de [0, 1] :
1+u<e’ s1+u+§u2.
c) Utiliser cet encadrement pour démontrer que pour tout x de [2,+o[,

2x < [f(x)]2 <2x+2e.
d) En déduire lim f(x).

X—>+0

. @) Montrer que f est dérivable sur ]0,+o[ et que pour tout x > 0,

2
, ex 1
Fo0=--5—s[1].
ex —1
b) Dresser le tableau de variations de f.
c) Tracer la coure représentative (C) de f dans un repere orthonormé.

Probleme 2:

Soit f , la fonction définie sur [-1,+« [ par f (X) =

X

e

oun eN*,
(1 +x)°

On note (C,)sa courbe dans un repére orthonormé (O j) ; unité graphique 2cm.

A-1. a) Etudier les variationsde f { et f; .

b) Etudier la position relative de (C,)et (C,) .
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Construire (C,)et (C,)dans le méme repére.
c) Calculer , en cm?, U'aire de la partie du plan limitée par (C,)et (C,)
et les droites d’équations : x =0etx=1.
2. Soit u, la valeur minimale de f, sur [-1,+x[.

a) Montrer que : u, = fy(n-1).

b) Calculer lim In(u,). En déduire limu..

n — +o N—>+ow

B- Pour tout x > 1 ,onpose F(x) = I;nxfz(t) dt.
e

1. Justifier ’existence de F(x) pour x de }1,4—00[.
e

2. Montrer que pour tout x > 1, ona:F(x) < x (1— 1 j
e

En déduire lim F (x).

x> [1j
3. a) Montrer que pour tout x > l, ona:
e

F) = ———— - 1 + 2["f,(t) dt
X = - +
(Inx + 1)2 o

b) En déduire que pour toutx > 1, ona: F(x) > X .
(lnx + 1)2

En déduire lim F (x)

X—>+00

4. Montrer que la fonction F est une bijection de :|1,+oo[ sur IR.
e

1
C-Pourn > 1, onpose |, = Ifn(x) dx.
0

1. Montrer que la suite (I,) est décroissante et qu’elle est convergente.

Année scolaire 2008-09 © www.mathsecondaire.net page 2- 20



Mr ABIDI Farid aM

Problemes de révision

2. a) Montrer que pour toutn>2,ona: L (1 - _Jsln < (1 - J
n-1 2" n- 1 2"

b) Déterminer lim |, .

3. a) Exprimer f, (x) a l'aide de f ;(x) et f h.1(x).
b) En déduire une relation entre I, et l,.; et montrer que : lim nl,, = 1

N—+co

Probleme 3:

A tout entier naturel n > 1 on associe la fonction numérique f, définie sur

(Inx)"

2

lintervalle | = [1; + o [ par: f,(x) :l'
n! x

-

On note C , la courbe représentative de f  dans un repere orthogonal (O ; T, j) du

plan. (Choisir comme unités graphiques 1 cm sur (x'x) et 10 cm sur (y'y).

Partie A
1. Déterminer la limite de f en + o . Etudier les variations de f;.
2. Tracer la tangente a C; au point d'abscisse 1 puis tracer la courbe C;.

3. A laide d'une intégration par parties, calculer, pour x élément de | :

L(x) = [ f(t)dt

Partie B

1° Déterminer la limite de f en + «.

2° a) Calculer f,(x) et vérifier que f, [egj =0.
Dresser le tableau de variation de f,.

b) Vérifier que la valeur maximale de f surlest: y, = l'(le .
n!\ 2e
3° a) Soit x >1 . Etudier, suivant les valeurs de x, le signe de f,( X) - f1 (x).
b) Déterminer la tangente a C; au point dabscisse 1.

Préciser les positions relatives de C; et C,. Tracer C; dans (O; 7, 7).
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4° On se propose d'étudier la suite (y,) .. Soit nun entier strictement positif.

a) Calculer, pour x > 1, f"“(x).
f, (%)

n+l

fn (e 2) etque yna1 < 5 Yn

N =
NI =

b) Montrer que yn.1 =

|=

Quelle est la limite de la suite (y, )neN* ?

ne

m|=
N

c) En déduire que y, <

Partie C
A tout entier n > 1 et a tout nombre réel x de I, on associe lintégrale : |, (x) = LX f. (t)dt.
1° a) Soit k > 1 un entier. Grace a une intégration par parties démontrer la relation :

et (X) =1, (X) - (klm (lni) .

b) En déduire que pour tout entier n > 1

.1 Inx (lnx) (lnx)"™"  (tnx)"
L R TP R et e

2° Soit o > 1 un nombre réel fixé.

a) Montrer que 0 < Iy(a) < (o - 1) Yn, (Yo a été défini dans B.2° b))

b) En déduire liml (o). (On utilisera B.4° c) )

. nx (In x)? n x)"
3° Pour n >1et x2>1on pose : Wn(x)=1+1—!+%+... (n—')

a) Exprimer Wy(x) en fonction de I,(x) .

b) o > 1 étant un nombre reel fixe, déterminer lim W, (a).

c) En déduire la limite y de la suite (U,)n> 1 de terme général :

Un=1+—+—+...+—'.

1
11 2! n
En s'aidant de la calculatrice, donner une valeur décimale approchée de Ug & 10™ prés

Comparer cette valeuravy.
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Corrigé

Probleme 1 :

1. a)Ona: lim1-t=-w et lime* =0 donc limg(t)=lim1-t-e™ =+o0.

t—>+oo t—+o0 t—>+o0 t—>+o0

g est dérivable sur [0,+x[ comme somme de deux fonctions dérivables et
I’on a pour tout t de [0,+o[, g'(t)=-1+2e7.

Ona: g’(t)=0<:>—1+29‘“=0<:>e‘2t:%<:>t=ln\/f<:>t=¥,

g'(t)>0<:>—1+29‘2‘>0<:>e‘2t<%<:>t<ln\/f<:>t<¥ ,

2 2 2 2
Ainsi le tableau de variation de g est :
t 0 E + o0
2
g’(t) * 0
1-In2
g(t) 2
0 / \ —o0

b) g est continue et strictement croissante sur }O,?} et g(0) =0 donc:
t>0=g(t)>g(0)=g(t)>0.

g est continue et strictement décroissante sur [?,+oo|: ,

[lnz [ } 1—ln2} } 1—ln2}
g ,+(D = _w, et OE _w,
2 2 2

Donc il existe un seul réel a > 0 tel que g(a) = 0.
2(0,79)=0,006 et ¢(0,80)=-0,001 donc g(0,80) < g(a) < g(0,79)

Et comme g est strictement décroissante sur [lnTz,+oo‘:, il en résulte que :

0,79<a<0,80.
d) On en déduit que :

v" Pour tout t de O’lnTZ} g(t)>0

v" Pour tout t de [lnTZ’a}, g(t) > g(a) donc g(t)=0

v" Pour tout t [a,+oo[ , g(t) < g(a) donc g(t)<0.

D’ou
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X
g(x)

a + o0

+ 0

0
0

2

2. a) Pour tout x>0, f(x)= x\ex —1>0 donc on peut écrire :

In[f(x)]= ln{x\/e’z‘ —1} =lnx +ln( e% —1} = lnx+%ln£ei —1}.

Or e’2<—1:e’2‘(1—e_’2‘J donc ln(f(x)):lnx+%{ln(eij+ln(1—e_’z‘ﬂ

1 1 2
=lnx+—+=In|1-e *
x 2

1 1 2
=—(1+xlnx)+-In|1-e *
X 2

b) On sait que limxInx =0 et limlnx =—o donc liml(1+xlnx)=+oo.

x—0* x—-0" X

x—0" X x—0" x—0"

2 2
Et lim—zz—oo donc lime x =0 d'ou limln{1—e_Xj=ln1:0.

Par suite, lirg]ln(f(x)) =+,

or f(x)= "™ donc lim "™ = 40 . On en déduit que lim f(x) = +oo.

x—0" x—0*

3. a) 0<x<1<=1<e* <e donc pour tout t de [0, 1] et pour tout x de [0, t], on
peut écrire : J.tdx s.[te"dx < jtedx ot<e -1<et.
0 0 0

D’ou pour tout tde [0, 1], 0<e'-1<et

NB :

Pour tout t positif, e —1>0.

Posons h(t) = e' —1—et, ou t €[0,1] :

h est dérivable sur [0,1] etona h’(t) = e’ —e.

Comme t<1alors e <e donch’(t) <0 d’ou h est décroissante sur [0, 1].
Par suite : 0<t<1=h(1)<h(t)<h(0) d’'ol e —1-et<0=e' -t <et.

On résume : pour tout t de [0, 1], 0<ée' -1<et.

b) Pour tout u de [0, 1] et pour tout t de [0, u], on peut écrire :

u u u t2 u
e meenordo o]
2 2

u u
@039”—u—1£e?<:>1+u£e”s1+u+e?
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2

c) Pour tout x > 2, DC(X)]2 —2x = xz(ex —1]—2x.

Orx>2= 2 <1, on peut donc poser u = 2 et utiliser les inégalités
X X

2 2

u . 2 = 2
1+u<e”<1+u+e— quidonnent 1+—<e*<1+—+e—.
2 X X X
2

En multiplions par x?, on obtient : x* +2x < x*e* < x* +2x +2e

2 2
D’oll 2x < x’e* —x?> <2x +2e < 2x SXZ(eX —1} <2x+2e
C’est-a-dire : 2x <[f(x)] <2x +2e.

d) Ona: pourtoutx >2, 2x <[f(x)] <2x+2e et lim2x =+

X—>+00

donc lim [f(x)]2 =40 d’ou  lim f(x)=+w.

X—>+00 X—>+00

2 2
4. a) Pour tout x > 0, z>0 donc ex >1 ouencore ex-1>0.
X

2
Ainsi, la fonction x > ex —1 est dérivable et strictement positive sur ]0,+x]

2
donc x> \ex —1 est dérivable sur ]0,+of .

Comme la fonction x  x est dérivable sur ]0,+oc[ , alors f est dérivable sur
10, +oof .

2 2
o et [ . 2
POUl’toutX>O, f'(X): ex_1+xx—2: ex _1———____pex

2 2
2\lex—1 x\Vex —1

2 2
x[ex —1]—9* 1 5 "
= [x[e"—q—e"}
2 2
x\]ex -1 x\fex -1
2

2

PHEETES

ex —1
b) Dressons le tableau de variations de f :

|
Nfb

x |
wQ
7\
X | =
N—
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2
f'(x)>0< e g(lj>0<:>g(lj>0<:>0<l<a<:>x>1

2 X X X a

ex —1
X 0 l +00

a
) 0 ¥
+00

f(x) ’ Oo\
f

9

a

c) Uaxe (O,j’) est asymptote a la courbe (C) de f.
Ona: pour tout x >2, «2x < f(x) <«2x +2e

donc \/ﬂgf(x)g ,2x+2e® zsf(x)< Z+2—f
X X X X X X

Or Llim z =0 et lim /z+2—i> =0 donc limmzo
X—>+00 X X—>+00 X X X—>+0 X

Et ainsi (C) admet une branche parabolique de direction (O,T) au voisinage

............................ e P
J
ol -

W
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Probléeme 2 :

X

e

A- 1°/ a) On a pour tout x > -1, f(x) = 7
X

= 400

lim f(x)=+0 et lim f(X) = lim

x— (=1)* X—> +00 X—> +o0

+
e X
X X + 1

La fonction f, est dérivable sur ]-1;+[ ( quotient de deux fonctions
e1+x)-e _ xe

dérivables), etona: f/(x)= = .
(x + 1)2 (1 + x)?

f(x)=0<x=0

Le signe de f, (x) est celui de x, d’ou le tableau de variation de f, :

X 1 + o0
f’(x) - D +

. +o0
f(x) \

X

D’autre part : pour tout x > -1, f,(X) = e—.
(x + 1)

e* X’ e* | 1
lim f,(x) =+ et lim f,(x) = lim = .—— = lim .| — | =+
X— (-1)+ X—> 40 X—+0 X (X+1) X—+0 X 1+

X | =

X 2 . X
f,est dérivable sur | -1,+ o [ et f,(x) = e + )((1) 2(; + e
+ X
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dou £,'(x) = e*(1 + x-2) =(x- 1) e*
2 (1 + x)° (1 + x)*

f,,X)=0=x=1.

Le signe de f,'(x) est celui de x - 1, d’ou le tableau de variation de f, :

W |

b) Etudions la position de Position de (C,)et (C,) :

X X

xXe _ —Xe
(1-x)" (1 +x?2°

Pour tout x > -1, f(x)—f,(x)=

» Si xe]-1,0[, ona f(x)-f,(x)<0 donc (C,)est au dessous de (C,).
> Si xe]0,+x[, ona f(x)—f,(x)>0 donc (C,)est au dessus de (C,).

» Pourx=0ona f(x)=f,(x)=0 donc (C,)n(C,)={I(0,1)}.

Etudions les branches infinies a (C,) et a (C,):

La droite d’¢quation x = -1 est une asymptote verticale commune a (C,) et (C,).

Donc la courbe (C,) admet une branche parabolique de direction (0,3) au

voisinage de +oo.
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lim M= lime—zz lime—3. o = 40
X— +0 X X%+°°X(X+1) X—>+0 X 1+1
X

Donc la courbe (C,) admet une branche parabolique de direction (0,3) au

voisinage de +oo.

W

c) L’aire en cm? de la partie du plan limité par (C,) et (C,)et les droites

xe”
~dx.4cm’ .

d’équations x=0etx=1est: A = ( J';(ﬂ(x)—fz(x))dx) X ua=I; (1)
+X

On integre par parties et on pose :

u(x)= xe* u'(x)=(x+1)e
= v(x)=-

A ——
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On a donc :

X 1
A = e + I1exdx .4cm? = (_e +e-1j4cm2 =(S-1j4cm2
T+ x], 0 2 2

Ainsi: A = (2e -4) cm?.

e‘(x + 1-n)

2. a) La fonction f, est dérivable sur ] -1,+x [ et f'(x)= (1 )
+ X

Onadonc: f/(x)=0<x +1-n=0<x=n-1.

Comme neN* alors n>0 donc n—-1>-1.

La fonction f, admet en (n -1) un minimum absolu sur ] -1;+ [ égal a

u =fMm-1).

n-1
b) lim lnu, = lim ln[en ]: limn-1-nlnn= limn(1-lnn)-1=—o

n— +owo N—+o n N—+co X—>+00

Donc lime"™ =0 d’ou limu =0.

n— 4o n— +o

lnx

1
B- Pour x > o on pose F(x)= |, f(t)dt

1. La fonction f,est continue sur | -1, « [ et par suite f, est continue sur

[
1 e 1
—, 4+ | donc F est definiesur | —, +oo|.
e e

2. on a donc pour tout x > l,
e

si0<t<Ilnx alors 1<e'<x etcomme (1+t)’ >0 alors
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t

nx t nx tnx
€ > < X - d’ou Il € Zdtsjl X 2dt<:>F(x)3x[—L}
(1+t)"  (1+1) o (1+1t) o (1+1) T+t

Ainsi, pour tout x >1, F(x)< x(1— L j
e lnx+1

1
lnx+1

Ona l1'r11+lnx+1:0+ donc lirp+ X (1—
xa(g) H[gj

3. a) On integre par parties, on pose :

j: —oo, ilensuit: lim F(x)= -0

)

2
(1+ t)3

u'(t) =

V(t)=e' v(t)=e'

et I nx et X tnx
On a donc F(x) = [ —} + ZI ;dt = > —1+2j f,(t)dt
0 o (1+1) (1+1nx) 0

Comme pour tout x >1 et pour tout t de [0,Inx], f;(t)>0 alors _[Olnxf3(t)dt >0

Donc F(x)z* -
(1 + lnx)?
. ln*x . . X X 1
Ona lim =0" donc lim——— -1=lim ——. - = +©
Xx— 40 X X—>+oo(1 + [nx)2 x—+0 [N X 1
—+1
Inx

et donc : lim F(x) = +o0.

X—> 400

4. Ona:

v la fonction In est dérivable sur } l, +00 [
e

v Pour tout x de } l, +00 {, Int e ]-1,+o0]
e

A
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v La fonction f, est continue sur ]-1,+oo[

donc F est dérivable sur P, +oo[ etona:
e

1 1 X 1
F'(x)=—=f,(lnx) =—. = >0
) X 2(Inx) X (1+lnx)*  (1+lnx)’

. . ) 1
D’ou F est strictement croissante sur }—, + 00| .
e

Soit donc le tableau de variation de F :

X
D |—
B

1
C- Onapourtout n =1, |, =_|. f (t)dt .
1
1 b=l =] (f.0 - f,(0)dt

or pourtout xde [0,1]etn>1, ona: f (t)-f(t) <O

1 AY 0 .
Donc jo(fn+1(t) - f,(t))dt <0 d’ou |, -1, <0 et par suite la suite (I,) est

décroissante.

On a pour tout t de [0,1],f (t) = O donc pour toutn >1, | = _[(:fn(t)dt >0 .
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Il en résulte que la suite (1, )est minorée par 0.

Ainsi , (l,)est décroissante et minorée par 0 donc (1) est convergente.

1 1 @t
2.a)l, = | f(t)dt= —dt
) IO () J.0(1+t)
Osts<ioise<es - <f (t)< € — donc
(1+1) (1+1)

1
[ L Sdt<[f (t)dt<[ —°_dte - 1 LI L N
(1+1) (1+1) n=1| (1+t)" |, n—1| (1+1)

c) Ona: %e]—1,1[ donc lim

d’ou lim 11(1- 1_j=0 et lim—1(1- 1_ j:Oilensuit: liml, =0.

n—>+0 N = n— +oo

3. a) Pour tout x >-1, fi(x) = = ——n € — =f (x)—nf,
x + 1) (x+1)  (x+1)

b) Il en résulte : _[(:fr{(x)dx I (x)dx — I L (x)dx =1, —nl,
e
donc | —nl = o -1enl, =1, ——+1

n 2n

Or liml, =01, =0et lim ==0 donc limnl,, =1.

X—> +00 X—> 400 X—> +00
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Probléeme 2 :

Partie A -

1° Pour tout x >1, f1(x) =z

On sait que X $ +OOX— =0 donc X $m fi(x)=0
f1 est le quotient de deux fonctions dérivables sur |, elle est définie sur | elle est
donc dérivable sur |

1><x2-2xlnx
. X —2xlnx 1-21Ilnx X 1 e'/? +0
f1'(x) = N = x4 X3 signe de f;' + 0 -
Sur |, la fonction f1'(x) est du signede 1 - 2 ln x 1
1() g ] 1 fl /26 \
1—2lnx>0<:>1>2[nx<:>lnx<2<:>x<e2 0 0

2k
0.1 \\\\
O l el./2 *
3° On pose :
u(t) =Int , 1
u(t)=-
()=
1 1
vVi(t)=—= vV(t)=—-
(6= (t)=—
On obtient :
L(x)= [—— lnt} + Xd—zt:—ln—x+[—1} :—ln—x—l+1
, 1t X t X X
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Partie B

. (tnx)"
1° On sait que pout tout entier naturels n et m, lim u =0

X—>+0 X

Donc limf (x)=0.

X—>+0

2° a) f, est la quotient de deux fonctions dérivables sur I, elle est définie sur i
elle est donc dérivable sur I.

n-1 1 2 _ n
n (ln x) X XX zxx(lnx)_n([nx)”'1xx—2x><(lnX)n

fn' (x) = v = v
(Inx)"" (n-21lnx)

X3

Pour tout réel x de | In x > et x> > 0 donc f,," (x) est du signe de n - 2 ln x
n/2

n
n—2[nx20<:>52x<:>x3e

X 1 e +00
signe de f,' + 0 -

n(en/Z
fn / )\

1/2) 1 (In (en/Z))n _ 1 g 1 (L)n

b) La valeur maximale de f, sur l est : f,(e

3° a) Soitx 1.

Inx)? Inx lnx/lnx X 1 e + o
fz(X)‘f1(X)=2_!><( Xz) TE T2 (2 -1)

fo(x) = f1(x) - 0 +

fz(x)—f1(x)20<:>lnTX—120<:>lnx22

Année scolaire 2008-09 © www.mathsecondaire.net page 17- 20



Mr ABIDI Farid

Problemes de révision

2
b 1) = L5 T 0 et £i01) -

tangente est donc y = 0.
4°

(In1)*"(2-21n1)
X

foe1(X) 1 (In x)™" X2 ln x

=0 L'équation de la

= ' =
a)Pourx>1,fn(X) (n+1)!X ) x (n!) x

) b wreled)
doncyn+1£§fne 2 <3V car f,\e?2) =y,

, 11
c) Montrons par récurrence que : pour tout nde N*, y, < e "
1 1 1

Ona:y, =ESEXT.

N suppose que : yi <2 ox pour k> 1, et on montre que yy.1 < e 7

omme Vi1 < 5 ¥k < 5x x5k Onadoncbien Y < 2 5e

. N 11

Conclusion : pour tout nde N* | y, < T
On apour toutnde N*, 0 < Yo <3 om

1 .11 y s
—e]-11 donc lim—.—=0 d’ou limy,=0.

2 N+ @ N—>+o0

Année scolaire 2008-09 © www.mathsecondaire.net page 18- 20

n+l h n+l n n
e 2 >e? donc fn<e 2 ) <f, (e 2) car la fonction f, est décroissante sur [ €%, + o [




Mr ABIDI Farid aM

Problemes de révision

Partie C -

1° a) Soit n > 1 un entier. On pose :

~(tnx)™ v 1 (Inx)"  (Int)" 1
YO=nryr YOG T
V(e - ORE

On obtient :

n+1 X n n+1 n
IM{ 1 (Int) } _Lx(lnt) -1.( 1)dt:_l.(lnx) L1ty
X
1

CtT(n+1)!

= |n (X) - (n _|1_ 1)| (lni(()w

On a donc bien 1 ,(x)

b) Démontrons par récurrence que pour tout entiern > 1,

2 n-1 n
|n(x):1_l_“‘_x_m_m_(l”x) _(Inx)
X X 2!x (n-1)!x  nlx
On a démontré que : I(x) = 1 - lnTx %
2 n-1 n
On suppose que : In(x)=1—l—ln—x—m—...— (tnx) "~ (tnx) , pour k>1.
x x  2Ix (n-1)!x nlx
n+1 2 n-1 n n+1
() = ()= T g 1 Wnx (X)) (nx) (i) 1 (inx)
(n+1)!  x x x  2Ix (n-M!x nlx (n+N)!  x

Ainsi le résultat est démontré.

2° Soit o > 1 un nombre réel fixé.

a)
Pour tout réel tde [ 1, a ], 0 < f,(t) <y, On peut intégrer les inégalité (ou
utiliser l'inégalité de la moyenne)

On obtient : 0x(a—1)sj f(t)dt <(a-1)y, donc O<Iy(a)<(1-a)yn

o
0
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Probléemes de révision

b)
OnavuauB4° a)quengm+ yn =0 donc n$m (-1)y,=0
D'aprés le théoreme des gendarmes on a donc : n g)mm) lh(a) =0
3° Pourn>1etx2>1onpose: Wyx)=1+ l?i( (lg),() + ... +(ln_),()
n!
a) Exprimons W,(x) en fonction de In(x) :
2 n-1 n
In()()_1_1_ln_x_(lnx) o (lnx)™  (lnx)
x x  2x (n—-1)!x n!x
n-1 n
:1_1 lnx+(lnx) +m+(lnx) (Inx)
1 2! (n —1)' n!
1
=1-—W (x
W, (x)

Donc %Wn(x) =1-Ih(x) d’ou Wi(x) =x (1- Ix(x))

b) o > 1 étant un nombre réel fixé.

On a vu que n g'mﬂo In(cr) = 0 donc n ﬁ)mmo a(1-Iy(a)) = =n gmﬂo Wh(a)

c) On désigne par v la limite de la suite (Uy)n> 1 de terme général : U, =1 + % +

A A
217 T
U, = Wx(e) donc n E)mﬂo U, = n g)m+ Wh(e)=e =y

U ~ 2,7181 et y ~ 2,7183.
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